
书书书

练 习 答 案

第
!

章

!"!

节

!"#

!是"

$

!!!!!!!

%

!是"

&

!!!!!!!

'

!是"

$

!!!!!!!

(

!是"

&

)

!否
*

!否

+"#

!

,)-

没有
,./

播放器#

%

!新泽西州有污染#

'

!

+0!

"

/

#

(

!缅因州的夏天不热或阳光不明媚#

/"#

!

12)3)

在其笔记本电脑上没有多于
!4456

剩余磁盘空间#

%

!

7#'8

没有阻塞来自
9)::-*);

的电子邮件"或者他没有阻塞来自
9)::-*);

的短信#

'

!

<

$

!!

$

!/

"

===

(

!

>-#:)

没有在星期天骑了
!44

英里自行车#

?"#

!

& %

!

$ '

!

$ (

!

$

!!!!!!!

)

!

$

@"#

!在海岸附近没发现过鲨鱼#

%

!在新泽西海岸游泳是允许的"并且在海岸附近发现过鲨鱼#

'

!在新泽西海岸不允许游泳"或者在海岸附近发现过鲨鱼#

(

!如果在新泽西海岸游泳是允许的"则在海岸附近没发现过鲨鱼#

)

!如果在海岸附近没发现过鲨鱼"则在新泽西海岸游泳是允许的#

*

!如果在新泽西海岸不允许游泳"则在海岸附近没发现过鲨鱼#

A

!在新泽西海岸允许游泳当且仅当在海岸附近没发现过鲨鱼#

8

!在新泽西海岸不允许游泳"并且或者在新泽西海岸允许游泳或者在海岸附近没发现过鲨鱼#%注意

我们能够通过后半句的两个&或者'将其纳入括号中#!

B"#

!

!

#

"

%

!

!

#$

"

'

!

$

!

#$

"

(

!

!

%

"

)

!

!

&

"

*

!%

!

%

"

!

#

%

!

&$

"

!

A

!

"

'

!

<"#

!

$

!

%

!

!

#$

"

'

!

!

&

"

(

!

$

!

&$

"

)

!

!

&

"

*

!

"

#$

! #

!

"

&

!

C"#

!

$

#$

!

%

!

$

!

#

"

#

$ '

!

$

&

%

"

'$

!

!

(

!

$

"

#$

!

#

$

)

!%

"

&

%

$

$

#$

!

!!

#$

%%

$

$

#$

!

!

&

"

!

*

!%

!

#

$

!

&$

"

="#

!假
%

!真
'

!真
(

!真

!4"#

!异或(你只能取一种饮料#

%

!兼或(长密码可以是任意符号组合#

'

!兼或(学过两门课程的学生更符合要求#

(

!每种解释都可能)旅行者可能想同时使用两种货币付款"或者商店不允许这样#

!!"#

!兼或(如果你学过微积分或计算机科学"或两者都学过"就可以选修离散数学#异或(如果你学

过微积分或计算机科学"但并非两者都学过"就可以选修离散数学#这里想表示的很可能是兼或#

%

!兼或(你可以拿折扣"或者你可以获得低息贷款"或者你可以同时拿折扣又获得低息贷款#异或(

你可以拿折扣"或者你可以获得低息贷款"但你不能同时拿折扣又获得低息贷款#这里想表示的

很可能是异或#

'

!兼或(你可以从
%

款选两项
&

款不选)或者从
&

款选三项
%

款不选)或者
%

款选两项
&

款选三项

共五项#异或(你可以从
%

款选两项"或者从
&

款选三项"但不能都选#这里想表示的几乎可以

肯定是异或#

(

!兼或(积雪
+

英尺多或风寒指数低于
D!44

"或两者均成立"则学校将停课#异或(积雪
+

英尺多



或风寒指数低于
D!44

"但并非两者均成立"则学校将停课#这里想表示的显然是兼或#

!+"#

!如果吹东北风"则就会下雪#

%

!如果温暖能持续一周"则苹果树就会开花#

'

!如果活塞队赢得冠军"则他们打败了湖人队#

(

!如果你登上了朗斯峰顶"则你必定走了
C

英里%

!

英里
E!"B

公里!#

)

!如果你闻名世界"则你能得到终身教授职位#

*

!如果你驾车超过
?44

英里"则你需要买汽油了#

A

!如果你的保修单有效"则你购买
F>

机必定还不足
=4

天#

!/"#

!你可以买冰激凌卷当且仅当外边很热#

%

!你能赢得比赛当且仅当你拥有唯一的胜券#

'

!你会得到提升当且仅当你的人脉很好#

(

!你的心智会衰减当且仅当你看电视#

)

!火车晚点当且仅当这天我乘坐火车#

!?"#

!逆命题(&我明天去滑雪"仅当今天下雪#'逆否命题(&如果我明天不滑雪"则今天一定没有下

雪#'否命题(&如果今天不下雪"则我明天不滑雪#'

%

!逆命题(&如果我今天来上课"就会有测验#'逆否命题(&如果我今天不来上课"就不会有测验#'

否命题(&如果不会有测验"我就不来上课#'

'

!逆命题(&如果一个正整数没有
!

和它自身以外的因数"它就是素数#'逆否命题(&如果一个正整数

有既不是
!

又不是它自己的因数"它不是素数#'否命题(&如果一个正整数不是素数"那它有
!

和

它自身以外的因数#'
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对
#

!*

%

!*

'

!*

(

!和
*

!有如下真值表#
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%续!

!

!!

"

!!

#

!!

$

!

'

"

#

'

$

%

!

'
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!

'

%
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&
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&

!!

$

!!

$

&

!!
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&

&

!!
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&
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$

$

&
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&

&

$

+!"

第一个子句为真当且仅当
!

*

"

和
$

中至少有一个为真#第二个子句为真当且仅当三个变量中至少有

一个为假#所以"整个语句为真当且仅当这些变量中至少有一个
$

和
&

"换句话说"它们不能具有

相同的真值#

++"#

!按位
GH

是
!!!!!!!

)按位
IJ>

是
4444444

)按位
KGH

是
!!!!!!!

#

%

!按位
GH

是
!!!!!4!4

)按位
IJ>

是
!4!44444

)按位
KGH

是
4!4!!4!4

#

'

!按位
GH

是
!44!!!!44!

)按位
IJ>

是
444!444444

)按位
KGH

是
!444!!!44!

#

(

!按位
GH

是
!!!!!!!!!!

)按位
IJ>

是
4444444444

)按位
KGH

是
!!!!!!!!!!

#

+/"4"+

"

4"B

#

+?"4"C

"

4"B

#

+@"#

!第
==

条语句为真"其余语句为假#

%

!语句
!

至
@4

均为真"语句
@!

至
==

均为假#

'

!这不可能发生)这是一个悖论"表明这些不是命题#

!"#

节

!")

&

*

+"

#

&

%

$

#

%

$

+

!

#

%

$

,

!!

/")

&

%

*

#

%

,

%

!

!

#

$

!

?"#

!

"

&

!

!!!!!!

%

!

"

#$

!

!!!!

'

!

"

&

!

!!!!

(

!

$

"

&$

!

@"

不一致

B"

一致

<"JLM!"#9LH1LN!"#6LIFOL1

"%

9LH1LN!"#6LIFOL1

!

"$%JLM

C"

&如果我问你右边的岔路是否通向遗址"你会回答是吗+'

="

如果第一位教授不想喝咖啡"则他就知道对女主人的回答是&不'#所以女主人及其余教授知道第一位

教授确实想喝咖啡#类似地"第二位教授也一定想喝咖啡#当第三位教授说&不'时"女主人知道第三

位教授不想喝咖啡#

!4"I

是一个骑士而
6

是一个无赖#

!!"I

是一个骑士且
6

是一个骑士#

!+"I

是一个无赖而
6

是一个骑士#

!/"I

是骑士"

6

是间谍"而
F

是无赖#

!?"I

是骑士"

6

是间谍"而
F

是无赖#

!@"

三人中任意一个既可以是骑士"也可以是间谍"也可以是无赖#

!B"

无解

!<"

薪水按升序排列(

&;)(

"

,#

AA

-)

"

9#:-')

!C"

侦探能确定男管家和厨师在撒谎"但是不能确定园丁是否说真话或杂役是否说真话#

!="

日本人养斑马"而挪威人喝矿泉水#

+4"

一人诚实"

?=

人不诚实#
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"
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$
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%
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$

!

-
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节

!"

等价式可由下列表中相应两列是否一致而得出#
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!

9#:

不富裕"或者
9#:

不快乐#

%

!

F#;PQR

明天不会骑自行车"而且
F#;PQR

明天也不会跑步#

'

!

,)-

不会步行去上课"且
,)-

不会乘坐公共汽车去上课#

(

!

S%;#8-T

不聪明"或者
S%;#8-T

不用功#
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!

$

!!

$

$

!!

&

&

!!

$

&

!!

&

$

&

&

&

$

&

$

$

$

$

$

$

.!
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)

!

!

!

!!

" !

&

"

$

%

!

&

"

!

$

%

!

&

"

!

&

!

$

!!

$

$

!!

&

&

!!

$

&

!!

&

$

&

$

$

&

$

&

&

$

$

$

$

*

!

!

!

!!

" !

&

"

$

%

!

&

"

!

$

"

$

%

!

&

"

!

&$

"

$

!!

$

$

!!

&

&

!!

$

&

!!

&

$

&

$

$

&

$

&

&

&

$

&

$

$

$

$

$

B"

在每种情形下我们要证明如果假设为真"则结论也为真#

#

!如果假设
!

#

"

为真"则由合取的定义"结论
!

必然也为真#

%

!如果假设
!

为真"由析取的定义"结论
!

%

"

也为真#

'

!如果假设
$

!

为真"即如果
!

为假"则结论
!

&

"

为真#

(

!如果假设
!

#

"

为真"则
!

和
"

均为真"所以结论
!

&

"

为真#

)

!如果假设
$

%

!

&

"

!为真"则
!

&

"

为假"所以结论
!

为真%同时
"

为假!#

*

!如果假设
$

%

!

&

"

!为真"则
!

&

"

为假"所以
!

为真而
"

为假#因此结论
$

"

为真#

<"

真值表所显示的第四列和第一列完全相同证明了
#

!"而第六列和第一列完全相同证明了
%

!#

!

!!

" !

#

" !

%

%

!

#

"

!

!

%

" !

#

%

!

%

"

!

$

!!

$

$

!!

&

&

!!

$

&

!!

&

$

&

&

&

$

$

&

&

$

$

$

&

$

$

&

&

C"

是永真式#

="

当
!

和
"

具有相反的真值时两者恰好都为真#

!4"

命题
$

!

'

"

为真当且仅当
$

!

和
"

有同样的真值"这意味着
!

和
"

具有不同的真值#类似地"在完全

相同的情形下
!

'$

"

为真#所以这两个表达式是逻辑等价的#

!!"

命题
$

%

!

'

"

!为真当且仅当
!

'

"

为假"这意味着
!

和
"

有不同的真值#因为这恰恰就是当
$

!

'

"

为

真的情形"所以这两个表达式是逻辑等价的#

!+"

为了使得%

!

&

$

!

#

%

"

&

$

!为假"两个条件语句之一必为假"这只有当
$

为假且
!

和
"

至少有一个为真

时才会发生#但这恰好是
!

%

"

为真且
$

为假"即当%

!

%

"

!

&

$

为假时的情形#因为两个命题恰好在

相同情形下为假"所以它们是逻辑等价的#

!/"

为了使得%

!

&

$

!

%

%

"

&

$

!为假"两个条件语句都必须为假"这只有当
$

为假且
!

和
"

都为真时才会发

生#但这恰好是
!

#

"

为真且
$

为假"即当%

!

#

"

!

&

$

为假时的情形#因为两个命题恰好在相同情形

下为假"所以它们是逻辑等价的#

!?"

最初在
!"!

节中定义双条件命题时已看到过该事实#当
!

和
"

具有相同的真值时两者都为真#

!@"

真值表最后一列均为
$

#

!

!!

"

!!

#

!

&

" "

&

#

%

!

&

"

!

#

%

"

&

#

!

!

&

#

%

!

&

"

!

#

%

"

&

#

!

&

%

!

&

#

!

$

!!

$

!!

$ $ $ $ $ $

$

!!

$

!!

& $ & & & $

$

!!

&

!!

$ & $ & $ $

$

!!

&

!!

& & $ & & $

&

!!

$

!!

$ $ $ $ $ $

&

!!

$

!!

& $ & & $ $

&

!!

&

!!

$ $ $ $ $ $

&

!!

&

!!

& $ $ $ $ $

!B"

这些命题不是逻辑等价的"因为当
!

*

"

和
$

全为假时"%

!

&

"

!

&

$

也为假"但
!

&

%

"

&

$

!为真#

!<"

可以有多个解法#如果令
$

为真"且
!

*

"

和
/

为假"则%

!

&

"

!

&

%

$

&

/

!必为假"但%

!

&

$

!

&

%

"

&

/

!必

为真#

0

练 习 答 案
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!C"#

!

!

%$

"

%$

$ %

!%

!

%

"

%

$

!

#

/ '

!%

!

#

%

!

%

%

"

#

&

!

!="

如果取两次对偶"则每个
%

先变成
#

又变回
%

"每个
#

先变成
%

又变回
#

"每个
%

先变为
&

再变回

%

"每个
&

先变为
%

再变回
&

#因此"%

/

)

!

)

E/

#

+4"

令
!

和
"

为只含运算符
#

*

%

和
$

"以及
%

和
&

等价的复合命题#注意
$

!

和
$

"

也是等价的#反复利

用德$摩根律把否定尽可能地往复合命题内部推进"同时将
%

变为
#

"将
#

变为
%

"将
%

变为
&

"将

&

变为
%

#这样就能证明
$

!

和
$

"

与
!

)和
"

)是相同的"只是其中的原子命题
!1

被其否定命题所代

替#由此可以得出结论
!

)和
"

)也是等价的"因为
$

!

和
$

"

是等价的#

+!"

%

!

#

"

#$

$

!

%

%

!

#$

"

#

$

!

%

%

$

!

#

"

#

$

!

++"

给定一个复合命题
!

"构造其真值表"然后用析取范式写出一个逻辑等价于
!

的命题
"

#因为
"

只涉

及
$

*

#

和
%

"所以这就证明了这三个运算符构成一个功能完备集#

+/"

根据练习
++

"给定一个复合命题
!

"我们可以写出一个只含
$

*

#

和
%

"且与
!

逻辑等价的命题
"

#

根据德$摩根律"我们可以通过用
$

%

$

!!

%$

!+

%

,

%$

!2

!替换%

!!

#

!+

#

,

#

!2

!的所有出现来消去

所有
#

#

+?"

在
!

或
"

或两者均为假时"

$

%

!

#

"

!为真)当
!

和
"

均为真时"

$

%

!

#

"

!为假#因为这就是
! "

的定

义"所以这两个复合命题是逻辑等价的#

+@"

当
!

和
"

均为假时
$

%

!

%

"

!为真"否则为假#因为这就是
!

*

"

的定义"所以两者是逻辑等价的#

+B"

%%

!

*

!

!

*

"

!

*

%%

!

*

!

!

*

"

!

+<"

由真值表或
!"

的定义可直接得出结论#

+C"!B

+="

如果数据库是打开的"则或者系统处于初始状态"或者监控程序置于关闭状态#

/4"

全部
=

个#

/!"#

!可满足的
%

!不可满足的
'

!不可满足的

/+"

利用正文中给出的与
=U=

数独谜题相同的命题"只是变量的下标是从
!

!

?

而不是从
!

!

=

"对
+U+

子格的命题也做类似的修改(

#

!

$E4

#

!

/E4

#

?

2E!

%

+

1E!

%

+

3

E!!

%

+$01

"

+/0

3

"

2

!

//"

%

=

1E!!

%

1

"

3

"

2

!表明第
3

列包含数
2

"所以
#

=

2E!

%

=

1E!!

%

1

"

3

"

2

!表明第
3

列包含所有
=

个数#所以

#

=

3

E!

#

=

2E!

%

=

1E!!

%

1

"

3

"

2

!表明每一列包含所有的数#

!"%

节

!"#

!

$ %

!

$ '

!

&

+"#

!

$ %

!

& '

!

& (

!

&

/"#

!有一个学生在每个工作日都花
@

个多小时在课堂上#

%

!每个学生在每个工作日都花
@

个多小时在课堂上#

'

!有一个学生并没有在每个工作日花
@

个多小时在课堂上#

(

!没有学生在每个工作日花
@

个多小时在课堂上#

?"#

!每个喜剧演员都是很有趣的#

%

!每个人都是有趣的喜剧演员#

'

!存在某个人"如果他是喜剧演员"则他是很有趣的#

(

!某些喜剧演员是很有趣的#

@"#

!

+

4

%

5

%

4

!

#

6

%

4

!!

%

!

+

4

%

5

%

4

!

#$

6

%

4

!!

'

!

,

4

%

5

%

4

!

%

6

%

4

!!

(

!

,

4

$

%

5

%

4

!

%

6

%

4

!!

B"#

!

$ %

!

$ '

!

& (

!

&

)

!

$ *

!

&

<"#

!

$ %

!

$ '

!

$ (

!

$

C"#

!

$ %

!

& '

!

$ (

!

&

="#

!

5

%

4

!

%

5

%

!

!

%

5

%

+

!

%

5

%

/

!

%

5

%

?

!

%

!

5

%

4

!

#

5

%

!

!

#

5

%

+

!

#

5

%

/

!

#

5

%

?

!

'

!

$

5

%

4

!

%$

5

%

!

!

%$

5

%

+

!

%$

5

%

/

!

%$

5

%

?

!

(

!

$

5

%

4

!

#$

5

%

!

!

#$

5

%

+

!

#$

5

%

/

!

#$

5

%

?

!

7!
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)

!

$

%

5

%

4

!

%

5

%

!

!

%

5

%

+

!

%

5

%

/

!

%

5

%

?

!!

*

!

$

%

5

%

4

!

#

5

%

!

!

#

5

%

+

!

#

5

%

/

!

#

5

%

?

!!

!4"#

!

5

%

!

!

%

5

%

+

!

%

5

%

/

!

%

5

%

?

!

%

5

%

@

!

%

!

5

%

!

!

#

5

%

+

!

#

5

%

/

!

#

5

%

?

!

#

5

%

@

!

'

!

$

%

5

%

!

!

%

5

%

+

!

%

5

%

/

!

%

5

%

?

!

%

5

%

@

!!

(

!

$

%

5

%

!

!

#

5

%

+

!

#

5

%

/

!

#

5

%

?

!

#

5

%

@

!!

)

!%

5

%

!

!

#

5

%

+

!

#

5

%

?

!

#

5

%

@

!!

%

%

$

5

%

!

!

%$

5

%

+

!

%$

5

%

/

!

%$

5

%

?

!

%$

5

%

@

!!

!!"

可以有多个解#

#

!你离散数学班上的所有学生)世界上的所有学生#

%

!所有美国参议员)所有大学的足球运动员#

'

!乔治$

M

$布什和杰布$布什)美国的所有政客#

(

!比尔$克林顿和乔治$布什)美国的所有政客#

!+"

令
8

%

4

!为命题函数&

4

在你的班上'#

#

!

+

49

%

4

!和
+

4

%

8

%

4

!

#

9

%

4

!!"其中
9

%

4

!是&

4

会说印地语'#

%

!

,

4:

%

4

!和
,

4

%

8

%

4

!

&

:

%

4

!!"其中
:

%

4

!是&

4

很友好'#

'

!

+

4

$

&

%

4

!和
+

4

%

8

%

4

!

#$

&

%

4

!!"其中
&

%

4

!是&

4

出生在加利福尼亚'#

(

!

+

4;

%

4

!和
+

4

%

8

%

4

!

#

;

%

4

!!"其中
;

%

4

!是&

4

曾演过电影'#

)

!

,

4

$

<

%

4

!和
,

4

%

8

%

4

!

&$

<

%

4

!!"其中
<

%

4

!是&

4

上过逻辑编程课程'#

!/"

令
5

%

4

!为&

4

是完美的')

:

%

4

!为&

4

是你的朋友')论域为所有人#

#

!

,

4

$

5

%

4

!

%

!

$,

45

%

4

!

'

!

,

4

%

:

%

4

!

&

5

%

4

!!

(

!

+

4

%

:

%

4

!

#

5

%

4

!!

)

!

,

4

%

:

%

4

!

#

5

%

4

!!

Q;

%

,

4:

%

4

!!

#

%

,

45

%

4

!!

*

!%

$,

4:

%

4

!!

%

%

+

4

$

5

%

4

!!

!?"

令
=

%

4

!为命题函数"

4

是在你的学校或你的班上的#

#

!如果我们令
>

%

4

!为&

4

曾在越南居住'"则如果论域只是你学校同学时我们有
+

4>

%

4

!"或者如果

论域是所有人时有
+

4

%

=

%

4

!

#

>

%

4

!!#如果令
?

%

4

"

@

!表示某人
4

曾在国家
@

居住"则可以将最

后一个重写为
+

4

%

=

%

4

!

#

?

%

4

"越南!!#

%

!如果令
9

%

4

!为&

4

会说印地语'"则如果论域是你学校同学时我们有
+

4

$

9

%

4

!"或者如果论域是

所有人时有
+

4

%

=

%

4

!

#$

9

%

4

!!#如果令
A

%

4

"

@

!表示某人
4

会说语言
@

"则可以将最后一个重写

为
+

4

%

=

%

4

!

#$

A

%

4

"印地语!!#

'

!如果令
B

%

4

!*

5

%

4

!和
8

%

4

!分别为表示
4

会
9#3#

*

.;QPQ

A

和
F00

的命题函数"则如果论域是你学

校同学时有
+

4

%

B

%

4

!

#

5

%

4

!

#

8

%

4

!!"或者如果论域是所有人时有
+

4

%

=

%

4

!

#

B

%

4

!

#

5

%

4

!

#

8

%

4

!!#如果令
C

%

4

"

@

!表示某人
4

会用编程语言
@

"则可以将最后一个重写为
+

4

%

=

%

4

!

#

C

%

4

"

9#3#

!

#

C

%

4

"

.;QPQ

A

!

#

C

%

4

"

800

!!#

(

!如果令
D

%

4

!为&

4

喜欢泰国食物'"则如果论域是你学校同学时我们有
,

4D

%

4

!"或者如果论域是

所有人时有
,

4

%

=

%

4

!

&

D

%

4

!!#如果令
E

%

4

"

@

!表示某人
4

喜欢类型
@

的食物"则可以将最后一

个重写为
,

4

%

=

%

4

!

&

E

%

4

"泰国!!#

)

!如果令
9

%

4

!为&

4

打曲棍球'"则如果论域是你学校同学时我们有
+

4

$

9

%

4

!"或者如果论域是所

有人时有
+

4

%

=

%

4

!

#$

9

%

4

!!#如果令
5

%

4

"

@

!表示某人
4

玩游戏
@

"则可以将最后一个重写为

+

4

%

=

%

4

!

#$

5

%

4

"曲棍球!!#

!@"

令
D

%

4

!表示
4

是永真式"

8

%

4

!表示
4

是矛盾式#

#

!

+

4D

%

4

!

%

!

,

4

%

8

%

4

!

&

D

%

$

4

!!

'

!

+

4

+

@

%

$

D

%

4

!

#$

8

%

4

!

#$

D

%

@

!

#$

8

%

@

!

#

D

%

4

%

@

!!

(

!

,

4

,

@

%%

D

%

4

!

#

D

%

@

!!

&

D

%

4

#

@

!!

!B"#

!

6

%

4

"

4

"

4

!

#

6

%

4

"

!

"

4

!

F
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%

!

6

%

4

"

!

"

!

!

%

6

%

!

"

!

"

!

!

%

6

%

+

"

!

"

!

!

'

!

$

6

%

4

"

4

"

4

!

%$

6

%

4

"

4

"

!

!

(

!

$

6

%

4

"

4

"

!

!

%$

6

%

!

"

4

"

!

!

%$

6

%

+

"

4

"

!

!

!<"#

!令谓词
D

%

4

!表示
4

学习新技巧"并令论域为年长的狗#原命题是
+

4D

%

4

!#否定是
,

4

$

D

%

4

!(

&没有年长的狗学习新技巧#'

%

!令谓词
8

%

4

!表示
4

会微积分"并令论域是兔子#原命题是
$+

48

%

4

!#否定是
+

48

%

4

!(&有一只

兔子会微积分#'

'

!令谓词
:

%

4

!表示
4

会飞"并令论域为鸟#原命题是
,

4:

%

4

!#否定是
+

4

$

:

%

4

!(&有一种鸟不

会飞#'

(

!令谓词
D

%

4

!表示
4

会说话"并令论域为狗#原命题是
$+

4D

%

4

!#否定是
+

4D

%

4

!(&有一只狗会

说话#'

)

!令谓词
:

%

4

!和
G

%

4

!分别表示
4

会法语和俄语"并令论域为这个班上的人#原命题是
$+

4

%

:

%

4

!

#

G

%

4

!!#否定是
+

4

%

:

%

4

!

#

G

%

4

!!(&班上有人会法语和俄语#'

!C"#

!不存在反例
%

!

4E4 '

!

4E+

!="#

!

,

4

%%

:

%

4

"

+@444

!

%

A

%

4

"

+@

!!

&

E

%

4

!!"其中
E

%

4

!是&某人
4

在指定年份中是贵宾乘客'"

:

%

4

"

@

!是&

4

在指定年份飞行里程超过
@

英里'"

A

%

4

"

@

!是&

4

在指定年份乘坐航班次数超过
@

次'#

%

!

,

4

%%%

;

%

4

!

#

D

%

4

"

/

!!

%

%

$

;

%

4

!

#

D

%

4

"

/"@

!!!

&

6

%

4

!!"其中
6

%

4

!是&某人
4

有资格参加本

次马拉松'"

;

%

4

!是&

4

是男性'"

D

%

4

"

@

!是&

4

跑马拉松的时间不超过
@

小时'#

'

!

;

&

%%

9

%

B4

!

%

%

9

%

?@

!

#

D

!!

#,

@

*

H

%

&

"

@

!!"其中
;

是命题&学生取得硕士学位'"

9

%

4

!是

&学生至少修过
4

个学分'"

D

是命题&学生撰写了硕士论文'"

H

%

4

"

@

!是&学生在课程
@

上的成绩

为
4

或更高'#

(

!

+

4

%%

D

%

4

"

+!

!

#

H

%

4

"

?"4

!!"其中
D

%

4

"

@

!是&某人
4

修了多于
@

个学分'"

H

%

4

"

!

!是&

4

获得

了平均绩点
!

'#

+4"#

!如果某台打印机不能提供服务且很忙"则有一些作业丢失了#

%

!如果每台打印机都很忙"则有作业在队列中#

'

!如果有作业在队列中且丢失了"则有一些打印机不能提供服务#

(

!如果每台打印机都很忙且每个作业都在队列中"则有一些作业丢失了#

+!"#

!%

+

4:

%

4

"

!4

!!

&+

4A

%

4

!"其中
:

%

4

"

@

!是&磁盘
4

有多于
@

兆字节的空闲空间'"

A

%

4

!是&邮件

消息
4

可以被保存'#

%

!%

+

4%

%

4

!!

&,

4

%

6

%

4

!

&

D

%

4

!!"其中
%

%

4

!是&报警
4

是主动的'"

6

%

4

!是&消息
4

进入队列'"

D

%

4

!是&消息
4

被传送出去'#

'

!

,

4

%%

4

"

主控制台!

&

D

%

4

!!"其中
D

%

4

!是&诊断监控器跟踪系统
4

的状态'#

(

!

,

4

%

$

<

%

4

!

&

&

%

4

!!"其中
<

%

4

!是&电话会议的主叫方将参与者
4

放到特殊列表中'"

&

%

4

!是&参

与者
4

要支付费用'#

++"

不等价#令
5

%

4

!是有时为真有时为假的命题函数"

6

%

4

!是总是为假的命题函数#则
,

4

%

5

%

4

!

&

6

%

4

!!为假"但是
,

45

%

4

!

&,

46

%

4

!为真#

+/"

当论域中至少有一个
4

值使得
5

%

4

!和
6

%

4

!中至少有一个为真时"这两条语句为真#

+?"#

!如果
%

为真"两边都逻辑等价于
,

45

%

4

!#如果
%

为假"左边显然为假#此外"对每个
4

"

5

%

4

!

#

%

为假"所以右边为假#因此"两边是逻辑等价的#

%

!如果
%

为真"两边均逻辑等价于
+

45

%

4

!#如果
%

为假"左边显然为假#此外"对每个
4

"

5

%

4

!

#

%

为假#所以
+

4

%

5

%

4

!

#

%

!为假#因此"两边是逻辑等价的#

+@"

可以通过证明一边为真当且仅当另一边也为真来确定这些等价式#

#

!假设
%

为真#则对于所有的
4

"

5

%

4

!

&

%

也为真"所以在这种情形下左边总是为真#通过类似的

推理"此时等式的右边也总是为真#另一方面"假设
%

为假#有两个子情形#如果对每个
4

都有

5

%

4

!为假"则
5

%

4

!

&

%

是一种无须证明的真"因此左边也是无需证明的真#同样的推理可以证明

右边也为真"原因是在这个子情形下
+

45

%

4

!为真#对于第二种子情形"假设有某个
4

使得
5

%

4

!

为真#则对于该
4

"

5

%

4

!

&

%

为假"所以左边是假的#右边也是假的"因为在这个子情形下

+

45

%

4

!为真但
%

为假#这样"在所有的情形下"这两个命题具有相同的真值#

I!
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%

!如果
%

为真"则两边都自然为真"因为条件语句的结论为真#如果
%

为假"则有两个子情形#如

果对于某个
4

有
5

%

4

!为假"则对于那个
4

有
5

%

4

!

&

%

为无需证明的真"因此左边为真#同样的

推理可得右边也为真"因为在这个子情形下
,

45

%

4

!为假#对于第二个子情形"假设对于每个
4

都有
5

%

4

!为真#则对于每个
4

有
5

%

4

!

&

%

为假#因此左边为假%不存在
4

使得条件语句为真!#

右边也为假"因为这是具有一个真假设和一个假结论的条件语句#因此在所有的情形下"这两个

命题具有相同的真值#

+B"

为证明这些不是逻辑等价的"令
5

%

4

!为语句&

4

是正的'"

6

%

4

!为语句&

4

是负的'"而论域为整数集

合#于是
+

45

%

4

!

#+

46

%

4

!为真"但
+

4

%

5

%

4

!

#

6

%

4

!!为假#

+<"#

!真

%

!假"除非论域只含一个元素

'

!真

+C"#

!是
!!

%

!否
!!

'

!

V

W#:#

"

X-XQ

(

!

T#28+</

"

'R/4!

!!

)

!

V

W#:#

"

X-XQ

+="

!"#$"%&'() *+, - ./0123'4) (+) ./0123'4) *+) 560123'7) (+) 560123'7) *+

/4"#

!

,

4

%

5

%

4

!

&$

6

%

4

!!

%

!

,

4

%

6

%

4

!

&

G

%

4

!!

'

!

,

4

%

5

%

4

!

&$

G

%

4

!!

(

!不能得出结论#可能会有爱虚荣的教授"因为前提并没有排除无知者以外还有其他爱虚荣的人#

/!"#

!

,

4

%

5

%

4

!

&$

6

%

4

!!

%

!

,

4

%

G

%

4

!

&$

A

%

4

!!

'

!

,

4

%

$

6

%

4

!

&

A

%

4

!!

(

!

,

4

%

5

%

4

!

&$

G

%

4

!!

)

!可以得出结论#假设
4

是一个婴儿#则由第一个前提"

4

的行为不符合逻辑"因此由第三个前提"

4

被人轻视#第二个前提是说如果
4

能管理鳄鱼"则
4

就不会被人轻视#因此"

4

不能管理鳄鱼#

!"&

节

!"#

!对每个实数
4

"存在实数
@

使得
4

小于
@

#

%

!对每个实数
4

和实数
@

"如果
4

和
@

都是非负的"则它们的乘积是非负的#

'

!对每个实数
4

和实数
@

"存在实数
J

使得
4

@

EJ

#

+"#

!班上的某个学生已经给班上的另一个学生发送了消息#

%

!班上某个学生已经给班上的每个学生都发送了消息#

'

!班上每个学生已经给班上的至少一个学生发送了消息#

(

!班上有个学生已经接收到班上的每个学生发来的消息#

)

!班上每个学生已经接收到班上至少一个学生发来的消息#

*

!班上每个学生已经给班上每个学生都发送了消息#

/"#

!

1#;#81T-28

已经访问过
YYY"#22"'QT

#

%

!至少有一个人已经访问过
YYY"-T(%"Q;

A

#

'

!

9QR)G;)Z

已经访问了至少一个网站#

(

!有一个网站
IR8QX.W;-

和
F-:(

[

NQQ:

都访问过了#

)

!除了
>#3-(6)P'8);

以外"还有一个人访问过
>#3-(6)P'8);

已经访问过的所有网站#

*

!有两个不同的人已经访问过恰好相同的网站#

?"#

!

I%(#PP#8OWRR)-:

不喜欢日本菜#

%

!学校的某些学生喜欢韩国菜"并且学校的每个人都喜欢墨西哥菜#

'

!有一些菜肴不是
,Q:-

\

W)I;R):#WP2

喜欢就是
9#

[

9Q8:RQ:

喜欢#

(

!学校中每一对不同的学生"总有一种菜肴他们中有人不喜欢#

)

!学校中有两个学生恰恰喜欢相同的一组菜肴#

*

!学校中每对学生"总有一种菜肴他们会有相同的看法%或者都喜欢"或者都不喜欢!#

KL
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!
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4

!
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!

+

4

%

,

@
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%
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"

4

!
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J

%%
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M<
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M

"

J

!!

&

JE4

!!

8

!

+

4

+

@

%

4

"

@

#

<
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]

[

::

"

4

!

#

<
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"

@

!
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<
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[
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"

J

!
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JE4

%

JE
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-

!

,

4<

%

4

"

4

!

!!V

!

+

4

,

@

%

<

%

4

"

@

!

'

4E

@

!

B"#

!

%

%

]Q-R

"

,-'8#)PR

教授!

%

!

,

4

%

A

%

4

!

&

%

%

4

"

5;QRR

教授!!

'

!

,

4

%

:

%

4

!

&

%

%

%

4

"

,-PP);

教授!

%

%

%

,-PP);

教授"

4

!!!

(

!

+

4

%

A

%

4

!

#,

@

%

:

%

@

!

&$

%

%

4

"

@

!!!

)

!

+

4

%

:

%

4

!
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@

%
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%

@

!
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%

%

@

"

4

!!!

*

!

,

@

%

:

%

@

!
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4

%

A

%

4

!
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%

%

4

"

@

!!!

A

!

+

4

%

:

%

4

!
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@

%%

:

%

@

!

#

%

@

"

4
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&

%

%

4

"
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!

+

4

%
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%

4

!
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@
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:

%

@

!
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%

%

@
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4

!!!
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!

$

;

%

F8QW

"

Q̂XQ

!

%

!

$

;

%

I;P):)

"

1#;#8

!

#$

D

%

I;P):)

"

1#;#8

!

'

!

$

;

%

>)%Q;#8

"

9QR)

!

(

!

,

4;

%

4

"

)̂:

!

)

!

,

4

$

D

%

4

"

J-:#

!

*

!

,

4

%

DD4

"

I3-

!

%

;

%

4

"

I3-

!!

A

!

+

4

,

@

%

@

"

4

&

;

%

4

"

@

!!

8

!

+

4

,

@

%

@

"

4

&

%

;

%

4

"

@

!

%

D

%

4

"

@

!!!

-

!

+

4

+

@

%

4

"

@

#

;

%

4

"

@

!

#

;

%

@

"

4

!!

V

!

+

4;

%

4

"

4

!

X

!

+

4

,

@

%

4

"

@

&

%

$

;

%

4

"

@

!

#$

D

%

@

"

4

!!!

P

!

,

4

%

+

@

%

4

"

@

#

%

;

%

@

"

4

!

%

D

%

@

"

4

!!!!

T

!

+

4

+

@

%

4

"

@

#

;

%

4

"

@

!

#

D

%

@

"

4

!!

:

!

+

4

+

@

%

4

"

@

#,

J

%%

J

"

4

#

J

"

@

!

&

%

;

%

4

"

J

!

%

;

%

@

"

J

!

%

D

%

4

"

J

!

%

D

%

@

"

J

!!!!

C"#

!

,

45

%

4

!"其中
5

%

4

!为&

4

需要学一门离散数学课程'"论域由所有计算机科学学生组成#

%

!

+

45

%

4

!"其中
5

%

4

!为&

4

拥有台个人计算机'"论域由班上所有学生组成#

'

!

,

4

+

@

5

%

4

"

@

!"其中
5

%

4

"

@

!为&

4

选修
@

'"

4

的论域由班上所有学生组成"

@

的论域由计算机科

学课程组成#

(

!

+

4

+

@

5

%

4

"

@

!"其中
5

%

4

"

@

!和论域与
'

!中相同#

)

!

,

4

,

@

5

%

4

"

@

!"其中
5

%

4

"

@

!为&

4

去过
@

'"

4

的论域由班上所有学生组成"

@

的论域由校园内所

有楼房组成#

*

!

+

4

+

@

,

J

%

5

%

J

"

@

!

&

6

%

4

"

J

!!"其中
5

%

J

"

@

!为&

J

在
@

中'"

6

%

4

"

J

!为&

4

去过
J

'"其中
4

的论

域由班上所有学生组成"

@

的论域由校园内所有楼房组成"而
J

的论域由所有房间组成#

A

!

,

4

,

@

+

J

%

5

%

J

"

@

!

#

6

%

4

"

J

!!"其中谓词和论域与
*

中相同!#

="#

!

,

N

+

+

%

%

%

N

"

+

!

#,

2

%

2

"

+

&$

%

%

N

"

2

!!!"其中
%

%

N

"

+

!是指用户
N

已经访问过邮箱
+

#

%

!

+

!

,

)

%

9

%

)

!

#

A

%

!

"运行!!

&

A

%内核"运行正确!"其中
9

%

)

!是指错误条件
)

有效"

A

%

4

"

@

!是指

4

的状态是
@

#

'

!

,

N

,

/

%

E

%

/

"

")(W

!

&

%

%

N

"

/

!!"其中
E

%

/

"

4

!是指站点
/

有扩展
4

"

%

%

N

"

/

!是指用户
N

可访问站点

/

#

(

!

+

4

+

@

%

4

"

@

#,

J

%%

,

/;

%

J

"

/

!!

'

%

JE4

%

JE

@

!!!"其中
;

%

*

"

,

!是指系统
*

监控远程服务器
,

#

!4"#

!

,

4

,

@

%%

4

-

4

!

#

%

@

-

4

!

&

%

40

@

-

4

!!

%

!

$,

4

,

@

%%

4

.

4

!

#

%

@

.

4

!

&

%

4D

@

.

4

!!

'

!

,

4

,

@

%

4

+

0

@

+

/

%

40

@

!

+

!

(

!

,

4

,

@

%

4

@

E 4

@

!

LL!
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!!"

,

4

+

*

+

,

+

O

+

P

%%

4

.

4

!

&

4E*

+

0,

+

0O

+

0P

+

!"其中论域是全体整数#

!+"#

!

,

4

,

@

%%

4

-

4

!

#

%

@

-

4

!

&

%

4

@

.

4

!!

%

!

,

4

%

4D4E4

!

'

!

,

4

+

*

+

,

%

*

"

,

#,

O

%

O

+

E4

'

%

OE*

%

OE%

!!!

(

!

,

4

%%

4

-

4

!

&$+

@

%

4E

@

+

!!

!/"#

!实数具有乘法单位元#

%

!两个负实数的积总是一个正实数#

'

!存在实数
4

和
@

使得
4

+ 大于
@

而
4

小于
@

#

(

!实数在加法运算下是封闭的#

!?"#

!真
%

!真
'

!真
(

!真
!!!!!!!

)

!真

*

!假
A

!假
8

!真
-

!假

!@"#

!

5

%

!

"

!

!

#

5

%

!

"

+

!

#

5

%

!

"

/

!

#

5

%

+

"

!

!

#

5

%

+

"

+

!

#

5

%

+

"

/

!

#

5

%

/

"

!

!

#

5

%

/

"

+

!

#

5

%

/

"

/

!

%

!

5

%

!

"

!

!

%

5

%

!

"

+

!

%

5

%

!

"

/

!

%

5

%

+

"

!

!

%

5

%

+

"

+

!

%

5

%

+

"

/

!

%

5

%

/

"

!

!

%

5

%

/

"

+

!

%

5

%

/

"

/

!

'

!%

5

%

!

"

!

!

#

5

%

!

"

+

!

#

5

%

!

"

/

!!

%

%

5

%

+

"

!

!

#

5

%

+

"

+

!

#

5

%

+

"

/

!!

%

%

5

%

/

"

!

!

#

5

%

/

"

+

!

#

5

%

/

"

/

!!

(

!%

5

%

!

"

!

!

%

5

%

+

"

!

!

%

5

%

/

"

!

!!

#

%

5

%

!

"

+

!

%

5

%

+

"

+

!

%

5

%

/

"

+

!!

#

%

5

%

!

"

/

!

%

5

%

+

"

/

!

%

5

%

/

"

/

!!

!B"#

!

+

4

,

@

+

J

$

D

%

4

"

@

"

J

!

%

!

+

4

,

@

$

5

%

4

"

@

!

#+

4

,

@

$

6

%

4

"

@

!

'

!

+

4

,

@

%

$

5

%

4

"

@

!

%,

J

$

G

%

4

"

@

"

J

!!

(

!

+

4

,

@

%

5

%

4

"

@

!

#$

6

%

4

"

@

!!

!<"#

!

+

4

+

@

$

5

%

4

"

@

!

%

!

+

@

,

4

$

5

%

4

"

@

!

'

!

+

@

+

4

%

$

5

%

4

"

@

!

#$

6

%

4

"

@

!!

(

!%

,

4

,

@

5

%

4

"

@

!!

%

%

+

4

+

@

$

6

%

4

"

@

!!

)

!

+

4

%

,

@

+

J

$

5

%

4

"

@

"

J

!

%,

J

+

@

$

5

%

4

"

@

"

J

!!

!C"

任何一个具有
?

个或更多成员的论域都会使命题为真)具有
/

个或更少成员的论域都会使命题为假#

!="#

!班上有这样一个同学使得对于任何两门不同的数学课程"该同学都不会恰好只选修了这两门课程#

%

!每个人要么已访问过利比亚"要么没有除访问过利比亚以外的某个国家#

'

!有人已攀登过喜马拉雅山的每座山峰#

(

!有人既没和
)̂3-:6#'Q:

出演同一部电影"也没和任何与
)̂3-:6#'Q:

出演过电影的人出演同一部

电影#

+4"#

!

4E+

"

@

ED+ %

!

4ED? '

!

4E!<

"

@

ED!

+!"

,

4

,

@

,

J

%%

4

$

@

!$

JE4

$%

@

$

J

!!

++"

,

+

,

,

%

+

"

4

&+

4

%

+40,E4

#,

M

%

+M0,E4

&

ME4

!!!

+/"#

!真
%

!假
'

!真

+?"

$

%

+

4

,

@

5

%

4

"

@

!!

',

4

%

$,

@

5

%

4

"

@

!!

',

4

+

@

$

5

%

4

"

@

!

+@"#

!假定
,

45

%

4

!

#+

46

%

4

!为真#则对所有
4

有
5

%

4

!为真"并且有一个元素
@

使
6

%

@

!为真#因为

5

%

4

!

#

6

%

@

!对所有
4

为真"并且有
@

使
6

%

@

!为真"所以
,

4

+

@

%

5

%

4

!

#

6

%

@

!!为真#反之"假定

第二个命题为真#令
4

为论域中的一个元素#存在一个
@

使
6

%

@

!为真"所以
+

46

%

4

!为真#因为

,

45

%

4

!也为真"可得出第一个命题也为真#

%

!假定
,

45

%

4

!

%+

46

%

4

!为真#则或者所有
4

有
5

%

4

!为真"或者有
@

使得
6

%

@

!为真#在第一种情

形下"

5

%

4

!

%

6

%

@

!对所有
4

为真"所以
,

4

+

@

%

5

%

4

!

%

6

%

@

!!为真#在第二种情形下"对特定的

@

使
6

%

@

!为真"所以
5

%

4

!

%

6

%

@

!对所有
4

为真"从而
,

4

+

@

%

5

%

4

!

%

6

%

@

!!为真#反之"假定第

二个命题为真#如果
5

%

4

!对所有
4

为真"则第一个命题为真#如果不是"则
5

%

4

!对某个
4

为假"

对该
4

必存在一
@

使
5

%

4

!

%

6

%

@

!为真#所以
6

%

@

!必为真"于是
+

@

6

%

@

!为真#这就得出第一个

命题必须为真#

+B"

我们将要说明如何将表达式转换为前束范式"如果其子表达式可转换为前束范式%

.J&

!#则任何一

个表达式都可以从里到外转换为前束范式#%要使论证形式化"就需要使用结构归纳法#!由
!"?

节的

练习
+/

可知"可以假定命题中只使用逻辑联结符
%

和
$

#注意不带量词的命题本身就是前束范式形

'L

练 习 答 案
!



式#%这是论证的基本情形#!现在假定命题形如
645

%

4

!"其中
6

为量词#因为
5

%

4

!是比原命题短的

表达式"所以可以将它转换为
.J&

#

64

后面跟上这
.J&

仍然是一个
.J&

"且等价于原命题#其次"

假定命题形如
$

5

#如果
5

已经是
.J&

形式"则我们可以用
!"?

节表
+

的等价式把否定符号穿过所有

量词#最后"假定命题形如
5

%

6

"其中
5

和
6

均为
.J&

#如果
5

和
6

中只有一个含量词"则可以

把量词移到它们两个的前面#如果
5

和
6

均含量词"可以用
!"?

节练习
+/

或本节练习
+@

%

%

!重写

5

%

6

使两个量词都出现在形如
G

%

A

的析取命题之前"然后再把
G

%

A

转换为
.J&

#

!"'

节

!"

假言推理)有效的)由于假设为真"所以结论为真#

+"#

!附加律
!!!!

%

!化简律
!!!!

'

!假言推理
!!!!

(

!拒取式
!!!!

)

!假言三段论

/"

设
M

是&兰迪努力工作'"设
P

是&兰迪是个笨小子'"设
3

是&兰迪将得到这份工作'#前提是
M

*

M

&

P

和
P

&$

3

#用假言推理和前两个前提推出
P

#用假言推理和最后一个前提推出
$

3

"这就是希望得出的

结论(&兰迪将不会到这份工作'#

?"

用全称量词实例化得出&如果苏格拉底是人"则苏格拉底是要死的'#再用假言推理得出苏格拉底是要

死的#

@"#

!有效结论是&我周二没有休假'"&我周四休假了'"&周四下雨了'#

%

!&我没有吃过辣的食物并且没有打雷'是有效结论#

'

!&我是聪明的'是有效结论#

(

!&

H#P

_

8

不是主修计算机科学的学生'是有效结论#

)

!&你购买许多东西对美国有利而且对你有利'是有效结论#

*

!&老鼠啃咬它们的食物'和&兔子不是鼠类'是有效结论#

B"

假设
!!

"

!+

","

!2

为真#想要证明
"

&

$

为真#如果
"

为假"就无须证明即可得出结论#否则
"

为

真"则由给定论证形式的有效性%当
!!

"

!+

","

!2

"

"

为真"

$

必为真!可知"

$

为真#

<"#

!设
O

%

4

!是&

4

是在这个班里'"

3

%

4

!是&

4

知道如何写
9#3#

程序'"

Q

%

4

!是&

4

可以找到高薪工作'#前

提是
O

%

>QW

A

!*

3

%

>QW

A

!*

,

4

%

3

%

4

!

&

Q

%

4

!!#用全称量词实例化和最后一个前提得出"

3

%

>QW

A

!

&

Q

%

>QW

A

!#对这个结论和第二个前提用假言推理得出
Q

%

>QW

A

!#用合取律和第一个前提得出
O

%

>QW

A

!

#

Q

%

>QW

A

!#最后"用存在量词引入得出所需要结论
+

4

%

O

%

4

!

#

Q

%

4

!!#

%

!设
O

%

4

!是&

4

在这个班里'"

M

%

4

!是&

4

喜欢观察鲸鱼'"

!

%

4

!是&

4

关心海洋污染'#前提是

+

4

%

O

%

4

!

#

M

%

4

!!和
,

4

%

M

%

4

!

&

!

%

4

!!#根据第一个前提"对一个具体的人
@

来说有
O

%

@

!

#

M

%

@

!#

化简律得出
M

%

@

!#用第二个前提和全称量词实例化得出
M

%

@

!

&

!

%

@

!#用假言推理得出
!

%

@

!"再用

合取律得出
O

%

@

!

#

!

%

@

!#最后"用存在量词引入得出所需要结论
+

4

%

O

%

4

!

#

!

%

4

!!#

'

!设
O

%

4

!是&

4

在这个班里'"

!

%

4

!是&

4

拥有一台个人计算机'"

M

%

4

!是&

4

会使用字处理程序'#前提是
O

%

7)X)

!*

,

4

%

O

%

4

!

&

!

%

4

!!和
,

4

%

!

%

4

!

&

M

%

4

!!#用第二个前提和全称量词实例化得出
O

%

7)X)

!

&

!

%

7)X)

!#用第一个前提和假言推理得出
!

%

7)X)

!#用第三个前提和全称量词实例化得出
!

%

7)X)

!

&

M

%

7)X)

!#最后"用假言推理得出所需要结论
M

%

7)X)

!#

(

!设
3

%

4

!是&

4

在新泽西'"

R

%

4

!是&

4

住在距离大海
@4

英里之内'"

/

%

4

!是&

4

见过大海'#前提是

,

4

%

3

%

4

!

&

R

%

4

!!和
+

4

%

3

%

4

!

#$

/

%

4

!!#第二个前提和存在量词实例化意味着对一个具体的人
@

来

说有
3

%

@

!

#$

/

%

@

!#化简律得出对这个人
@

来说有
3

%

@

!#用全称量词实例化和第一个前提得出

3

%

@

!

&

R

%

@

!"再用假言推理得出
R

%

@

!#用化简律从
3

%

@

!

#$

/

%

@

!得出
$

/

%

@

!#所以用合取律得出

R

%

@

!

#$

/

%

@

!#最后"用存在量词引入得出所需要结论
+

4

%

R

%

4

!

#$

/

%

4

!!#

C"#

!正确"使用全称量词实例化和假言推理

%

!无效"肯定结论的谬误

'

!无效"否定假设的谬误

(

!正确"使用全称量词实例化和假言推理

="

我们知道存在某个
4

使得
9

%

4

!为真"但不能得出结论
]QP#

就是这样的
4

#

!4"#

!肯定结论的谬误#

%

!窃取论题的谬论#

'

!使用假言推理的有效论证#

(

!否定假设的谬误#

(L!
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!!"

由第二个前提可知"有些狮子不喝咖啡#令
])Q

是动物"由简化律可知
])Q

是一只狮子#通过假言

推理由第一个前提可知
])Q

是凶猛的#因此"

])Q

是凶猛的并且不喝咖啡#由存在量词的定义"存在

不喝咖啡的凶猛动物"也就是说"某种凶猛的动物不喝咖啡#

!+"

错误出现在第
@

!步"原因是我们这里不能假设使得
5

为真的
O

和使得
6

为真的
O

是同一个#

!/"

给定前提
,

4

%

5

%

4

!

&

6

%

4

!!和
$

6

%

*

!#我们要证明
$

5

%

*

!#用反证法假设
$

5

%

*

!为假#则
5

%

*

!为真#

因此"由全称假言推理可得
6

%

*

!#但这与给定的前提
$

6

%

*

!相矛盾#因此我们的假定一定是错误的"

所以所期望的
$

5

%

*

!是真的#

!?"

步骤
!!!!!!!!!!!!!!!!

理由

!"

,

4

%

5

%

4

!

#

G

%

4

!! 前提引入

+"5

%

*

!

#

G

%

*

! 全称实例"由%

!

!

/"5

%

*

! 化简律"由%

+

!

?"

,

4

%

5

%

4

!

&

%

6

%

4

!

#

A

%

4

!!! 前提引入

@"6

%

*

!

#

A

%

*

! 全称假言推理"由%

/

!和%

?

!

B"A

%

*

! 化简"由%

@

!

<"G

%

*

! 化简"由%

+

!

C"G

%

*

!

#

A

%

*

! 合取"由%

<

!和%

B

!

="

,

4

%

G

%

4

!

#

A

%

4

!! 全称引入"由%

@

!

!@"

步骤 理由

!"

+

4

$

5

%

4

! 前提引入

+"

$

5

%

O

! 存在实例"由%

!

!

/"

,

4

%

5

%

4

!

%

6

%

4

!! 前提引入

?"5

%

O

!

%

6

%

O

! 全称实例"由%

/

!

@"6

%

O

! 析取三段论"由%

?

!和%

+

!

B"

,

4

%

$

6

%

4

!

%

A

%

4

!! 前提引入

<"

$

6

%

O

!

%

A

%

O

! 全称实例"由%

B

!

C"A

%

O

! 析取三段论"由%

@

!和%

<

!

="

,

4

%

G

%

4

!

&$

A

%

4

!! 前提引入

!4"G

%

O

!

&$

A

%

O

! 全称实例"由%

=

!

!!"

$

G

%

O

! 假言推理"由%

C

!和%

!4

!

!+"

+

4

$

G

%

4

! 存在引入"由%

!!

!

!B"

令
!

为&天下雨了')令
"

为&

N3)22)

带雨伞了')令
$

为&

N3)22)

被淋湿了'#三个前提分别是
$

!

%

"

*

$

"

%$

$

和
!

%$

$

#对前两个应用消解律得出
$

!

%$

$

#将此式与第三前提应用消解律得出
$

$

"得证#

!<"

假设这个命题是可满足的#对前两个子句使用消解律可得出
"

%

"

"换句话说"

"

必须为真#对后两

个子句运用消解可得
$

"

%$

"

"换句话说"

$

"

必须为真#这是矛盾的#所以这个命题不是可满

足的#

!C"

有效#

!"(

节

!"

令
2E+S0!

"

+E+T0!

都是奇数#则
20+E+

%

S0T0!

!是偶数#

+"

假设
2

是偶数#则对于某个整数
S

有
2E+S

#因此有
2

+

E

%

+S

!

+

E?S

+

E+

%

+S

+

!#由于可以把
2

+ 表示为

+

乘以一个整数"所以得出结论
2

+ 是偶数#

/"

直接证明法(假设
+02

和
20

!

都为偶数#则一定有整数
/

和
U

使得
+02E+/

和
20

!

E+U

#如果把

以上两式相加"得到
+0+20

!

E+/0+U

#等式两边同时减去
+2

并提取公因子"得到
+0

!

E+/0+UD

+2E+

%

/0UD2

!#由于
+0

!

可以表示成
+

乘以一个整数"所以可得
+0

!

是偶数#

?"

因为
2

为奇数"所以可以写成
2E+S0!

"

S

为整数#则%

S0!

!

+

DS

+

ES

+

0+S0!DS

+

E+S0!E2

#

@"

假设
$

是有理数"

1

是无理数"并且
/E$01

是有理数#由例
<

"

/0

%

D$

!

E1

是有理数"这是矛盾的#

B"

由于槡+$槡+E+

是有理数"而槡+是无理数"所以可得两个无理数的乘积并不一定是无理数#

<"

反证法(如果
!

-

4

是有理数"则由定义可知
!

-

4E

!

-

"

"

!

和
"

为整数"且
"

"

4

#由于
!

-

4

不能为
4

-L

练 习 答 案
!



%如果为
4

"则等式两边乘以
4

得
!E4

$

4

"矛盾#!"可知
!

"

4

#由代数及算术运算法则可得

4E!

-%

!

-

4

!

E!

-%

!

-

"

!

E

"

-

!

#因此"

4

可写为两个整数的商"且分母非
4

#由定义可得
4

是有理数#

C"

假设
4

/

!

或
@

/

!

不正确#则
4

-

!

并且
@

-

!

#把这两个不等式相加"可得
40

@

-

+

"这正好是

40

@

/

+

的否定#

="#

!假设
2

为奇数"则对于某个整数
S

有
2E+S0!

#则
2

/

0@E+

%

?S

/

0BS

+

0/S0/

!#因为
2

/

0@

是
+

乘

以某个整数"所以为偶数#

%

!假设
2

/

0@

为奇数"并且
2

为奇数#因为
2

为奇数且两个奇数之积也为奇数"所以
2

+ 和
2

/ 都为奇

数#但是
@E

%

2

/

0@

!

D2

/ 是两个奇数的差就应该为偶数#所以
2

/

0@

和
2

都为奇数的假设错误#

!4"

命题正确"因为
4

不是一个正整数#空证明#

!!"5

%

!

!是正确的"因为%

*0,

!

!

E*0,

/

*

!

0,

!

E*0,

#直接证明法#

!+"

如果在一个星期的每一天选择
=

或者更少的天数"则累计至多
=U<EB/

天#但是我们选择了
B?

天#

这个矛盾表明我们选择的至少有
!4

天是在同一个星期几#

!/"

矛盾证明法(假设
*

-

,

是一个有理根"

*

和
,

都是整数并且这个分数是最简的%即
*

和
,

没有大于
!

的

最大公约数!#把这个根代入方程得到
*

/

-

,

/

0*

-

,0!E4

#方程两边同时乘以
,

/ 得到
*

/

0*,

+

0,

/

E

4

#如果
*

和
,

都是奇数"则方程式的左边就是
/

个奇数的和"结果也必为奇数#如果
*

是奇数*

,

为偶数"则方程式的左边就是奇数
0

偶数
0

偶数"结果也为奇数#类似地"如果
*

是偶数*

,

是奇

数"则方程式的左边就是偶数
0

偶数
0

奇数"结果也为奇数#因为分数
*

-

,

是最简的"所以
*

和
,

不

可能同为偶数#因此在所有的情形下"方程式的左边都为奇数"所以不可能为
4

#这一矛盾表明这样

的根是不存在的#

!?"

首先"假设
2

是奇数"因此对于某个整数
S

有
2E+S0!

#则
@20BE@

%

+S0!

!

0BE!4S0!!E+

%

@S0

@

!

0!

#因此可得
@20B

为奇数#为了证明反命题"假设
2

为偶数"对于某个整数
S

有
2E+S

#则
@20

BE!4S0BE+

%

@S0/

!"所以
@20B

为偶数#因此
2

为奇数当且仅当
@20B

是奇数#

!@"

这个命题为真#假设
+

既不是
!

也不是
D!

#则
+2

有一个大于
!

的因子
+

#另一方面"由于
+2E!

"

所以
!

没有这个因子#因此"

+E!

或者
+ED!

#在第一种情形中
2E!

"而在第二种情形中
2ED!

"

因为
2E!

-

+

#

!B"

我们要证明所有等于
4

的数都为偶数#如果
4

为偶数"则对于某个整数
S

有
4E+S

#所以
/40+E

/

$

+S0+EBS0+E+

%

/S0!

!"这是偶数"因为它可以写成
+U

的形式"其中
UE/S0!

#类似地"

40

@E+S0@E+S0?0!E+

%

S0+

!

0!

"因此
40@

是奇数#

4

+

E

%

+S

!

+

E+

%

+S

+

!"因此
4

+ 为偶数#至于

反命题"可以用反证法来证明#假设
4

不是偶数"因此
4

为奇数并且可以写成
4E+S0!

"

S

为整数#

则
/40+E/

%

+S0!

!

0+EBS0@E+

%

/S0+

!

0!

是奇数%不是偶数!"因为可以写成
+U0!

的形式"其

中
UE/S0+

#同样"

40@E+S0!0@E+

%

S0/

!"因此
40@

是偶数%不是奇数!#

4

+ 是奇数在例
!

中

已经给出证明#

!<"

我们将用反证法%

-

!

&

%

--

!"%

--

!

&

%

-

!"%

-

!

&

%

---

!和%

---

!

&

%

-

!#对于第一个"假设
/40+

是有理数"即

/40+E

!

-

"

"

!

和
"

为整数且
"

"

4

#可以写出
4E

%%

!

-

"

!

D+

!-

/E

%

!

D+

"

!-%

/

"

!"其中
/

"

"

4

#这表

明
4

是有理数#对于第二个条件语句"假设
4

是有理数"同样"

4E

!

-

"

"其中
"

"

4

#则可以写出

/40+E

%

/

!

0+

"

!-

"

"其中
"

"

4

#这表明
/40+

是有理数#对于第三个条件语句"假设
4

-

+

是有理

数"即等于
!

-

"

*

!

和
"

为整数且
"

"

4

#则可以写出
4E+

!

-

"

"其中
"

"

4

#这表明
4

是有理数#而对

于第四个条件语句"假设
4

是有理数"即等于
!

-

"

"

!

和
"

为整数且
"

"

4

#则可以写出
4

-

+E

!

-%

+

"

!"其中
+

"

"

4

#这就表明
4

-

+

是有理数#

!C"

否

!="

假设
!!

&

!?

&

!+

&

!@

&

!/

&

!!

#为了证明其中一个命题蕴含其他任意一个命题"重复使用假设三段

论即可#

+4"

我们将用矛盾证明法给出证明#假设
*

!

"

*

+

","

*

2

都小于
%

"其中
%

是这些数的平均值#则有

*

!

0*

+

0

,

0*

2

-

2%

#两边同时除以
2

可得"

%E

%

*

!

0*

+

0

,

0*

2

!-

2

-

%

"这是一个矛盾#

+!"

我们将通过证明%

-

!蕴含%

--

!"%

--

!蕴含%

---

!"%

---

!蕴含%

-3

!"%

-3

!蕴含%

-

!来证明这四个命题是相互等价

的#首先"假设
2

为偶数#则有
2E+S

"

S

为整数#则
20!E+S0!

"所以
20!

为奇数#这就证明了

%

-

!蕴含%

--

!#接下来"假设
20!

是奇数"则有
20!E+S0!

"

S

为整数#则
/20!E+20

%

20!

!

E+

%

20

S

!

0!

"这就证明了
/20!

是奇数"也证明了%

--

!蕴含%

---

!#接下来"假设
/20!

是奇数"所以
/20

.L!
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!E+S0!

"

S

为整数#则
/2E

%

+S0!

!

D!E+S

"因此
/2

是偶数#这就证明了%

---

!蕴含%

-3

!#最后"假

设
2

不是偶数#则
2

就是奇数"所以
2E+S0!

"

S

为整数#则
/2E/

%

+S0!

!

EBS0/E+

%

/S0!

!

0!

"

因此
/2

是奇数#这就利用反证法完成%

-3

!蕴含%

-

!的证明#

!")

节

!"!

+

0!E+

/

+E+

!

)

+

+

0!E@

/

?E+

+

)

/

+

0!E!4

/

CE+

/

)

?

+

0!E!<

/

!BE+

?

#

+"

如果
4

0

@

"则
T#̀

%

4

"

@

!

0T-:

%

4

"

@

!

E

@

04E40

@

#如果
4

/

@

"则
T#̀

%

4

"

@

!

0T-:

%

4

"

@

!

E40

@

#因为只有这两种情形"所以等式总成立#

/"

因为
4D

@

E

@

D4

"所以
4

和
@

的值可交换#因此"不失一般性"我们可以假设
4

/

@

#则%

40

@

D

%

4D

@

!!-

+E

%

40

@

D40

@

!-

+E+

@

-

+E

@

ET-:

%

4

"

@

!#类似地"%

40

@

0

%

4D

@

!!-

+E

%

40

@

04D

@

!-

+E+4

-

+E4ET#̀

%

4

"

@

!#

?"

存在四种情形#

情形
!

(

4

/

4

并且
@

/

4

#则
4 0

@

E40

@

E 40

@

#

情形
+

(

4

-

4

并且
@

-

4

#则
4 0

@

ED40

%

D

@

!

ED

%

40

@

!

E 40

@

"因为
40

@

-

4

#

情形
/

(

4

/

4

并且
@

-

4

#则
4 0

@

E40

%

D

@

!#如果
4

/

D

@

"则
40

@

E40

@

#但是由于
@

-

4

"

D

@

.

@

"所以
4 0

@

E40

%

D

@

!

.

40

@

E 40

@

#如果
4

-

D

@

"则
40

@

ED

%

40

@

!

E

D40

%

D

@

!#但是由于
4

/

4

"

4

/

D4

"所以
4 0

@

E40

%

D

@

!

/

D40

%

D

@

!

E 40

@

#

情形
?

(

4

-

4

并且
@

/

4

#与情形
/

相同"只是交换了
4

和
@

的角色#

@"!444!

"

!444+

","

!4!44

都是非平方项"因为
!44

+

E!4444

"

!4!

+

E!4+4!

)构造性的#

B"CE+

/ 且
=E/

+

#

<"

令
4E+

"

@ 槡E +

#如果
4

@

E+

槡+是无理数"则得证#如果不成立"则令
4E+

槡+
"

@ 槡E +

-

?

#则
4

@

E4

@

E

%

+

槡+
!

槡+-?
E+

槡+$%槡+!-

?

E+

!

-

+

槡E +

#

C"#

!这个命题断言具有某个性质的
4

存在#如果令
@

E4

"则可得
5

%

4

!为真#如果
@

是
4

之外的任意值"

则
5

%

4

!为假#因此"

4

是唯一使
5

为真的值#

%

!这里第一个子句论述存在一个元素使
5

为真#第二个子句论述只要有两个元素同时使得
5

为真"则

它们实际上是同一个元素#

'

!这个语句断言使得
5

为真的
4

存在"并且具有一个更进一步性质即只要找到一个元素使得
5

为真"

则该元素就是
4

#换言之"

4

是唯一使
5

为真的元素#

="

等式
*DO E ,DO

等价于两个等式的析取(

*DOE,DO

或
*DOED,0O

#第一个式子等价于
*E,

"这

与题设矛盾"因此原等式等价于
*DOED,0O

#在等式两边加上
,0O

并除以
+

可得
OE

%

*0%

!-

+

#因

此"存在有唯一解#而且"这个
O

是整数"因为奇整数
*

和
,

的和是偶数#

!4"

我们需要求解
2E

%

SD+

!

0

%

S0/

!中的
S

#使用代数规则的普通逆变换可知"此式等价于
SE

%

2D!

!-

+

#

换言之"这是唯一可使等式为真的
S

值#因为
2

为奇数"

2D!

为偶数"所以
S

是整数#

!!"

如果
4

本身是整数"则可取
2E4

且
!

E4

#在这种情形下无其他解"因为如果整数
2

大于
4

"则
2

至

少是
40!

"这将使得
!/

!

#如果
4

不是整数"则向上取整"并称此整数为
2

#令
!

E2D4

#显然
4

0

!-

!

"这是唯一与该
2

相对应的
!

"且
2

不能再大"因为
!

限制为小于
!

#

!+"

两个不同正实数
4

和
@

的调和均值总是小于它们的几何均值#要证明
+4

@

-%

40

@

!

-

4槡@

"在等式两

边同时乘以%

40

@

!-%

+ 4槡@

!"得到等价的不等式
4槡@

-

%

40

@

!-

+

"这在例
!?

中已经得证#

!/"

写在黑板上数字之和的奇偶性%奇或偶!是永远不会变的"因为
3

0S

与
3

DS

具有同样的奇偶性%在

每一步这个和减少
3

0S

而增加
3

DS

!#所以在此过程结束时的整数必定与
!0+0

,

0

%

+2

!

E2

%

+20

!

!具有相同的奇偶性"它是奇数"因为
2

是奇数#

!?"

不失一般性"我们可以假设
2

是非负的"因为整数的
?

次方及其负数的
?

次方是相同的#我们将任意

正整数
2

除以
!4

"得到商
S

和余数
T

"因此
2E!4S0T

#

T

是
4

!

=

的整数#然后我们在这
!4

种情形下

计算
2

?

#我们得到如下的值"其中
V

是
!4

的倍数的某个整数"其具体值不必关心#

0L

练 习 答 案
!



%

!4S04

!

?

E!4444S

?

E!4444S

?

04

%

!4S0!

!

?

E!4444S

?

0V

$

S

/

0V

$

S

+

0V

$

S0!

%

!4S0+

!

?

E!4444S

?

0V

$

S

/

0V

$

S

+

0V

$

S0!B

%

!4S0/

!

?

E!4444S

?

0V

$

S

/

0V

$

S

+

0V

$

S0C!

%

!4S0?

!

?

E!4444S

?

0V

$

S

/

0V

$

S

+

0V

$

S0+@B

%

!4S0@

!

?

E!4444S

?

0V

$

S

/

0V

$

S

+

0V

$

S0B+@

%

!4S0B

!

?

E!4444S

?

0V

$

S

/

0V

$

S

+

0V

$

S0!+=B

%

!4S0<

!

?

E!4444S

?

0V

$

S

/

0V

$

S

+

0V

$

S0+?4!

%

!4S0C

!

?

E!4444S

?

0V

$

S

/

0V

$

S

+

0V

$

S0?4=B

%

!4S0=

!

?

E!4444S

?

0V

$

S

/

0V

$

S

+

0V

$

S0B@B!

因为由
V

表示的每个系数都是
!4

的倍数"所以对应项不会对结果的个位数产生影响#因此"个位数

分别是
4

*

!

*

B

*

!

*

B

*

@

*

B

*

!

*

B

*

!

"因此个位数总是
4

*

!

*

@

或
B

#

!@"

因为对所有
2

.

?

有
2

/

.

!44

"所以我们只需要注意
2E!

*

2E+

*

2E/

和
2E?

不满足
2

+

02

/

E!44

#

!B"

因为
@

?

EB+@

"所以
4

和
@

都必须小于
@

#则
4

?

0

@

?

0

?

?

0?

?

E@!+

-

B+@

#

!<"

如果
*

0

/

槡2*

,

0

/

槡2"或者
O

0

/

槡2均不为真"则
*

.

/

槡2*

,

.

/

槡2并且O

.

/

槡2#把这些正数的不等式相乘"

得到
*,O

.

%

/

槡2!

/

E2

"这蕴含了
2E*,O

假设的否定#

!C"

通过找到一个公分母"我们可以假设给定的有理数是
*

-

,

和
O

-

,

"其中
,

为正整数"

*

和
O

为整数"且

*

-

O

#特别地"%

*0!

!-

,

0

O

-

,

#因此"

4

%

E *0

!

+

槡
!

+

-

,

介于两个给定的有理数之间"因为
4

-槡+-

+

#再者"

4

是无理数"因为如果
4

是有理数"则
+

%

,4D#

! 槡E +

也应该是有理数"这与
!"<

节的例
!4

相矛盾#

!="#

!不失一般性"假设
4

序列已经按非递减序排列"因为我们可以重新标记下标#对于
@

序列只有有

限的几种排序方式"因此如果我们能证明只要找到错序的
@1

和
@

3

%即
1

-

3

时
@1

.

@

3

!并通过交换它

们就能使总和递增%或至少保持不变!"则我们就可以证明当序列
@

非递增时总和是最大的#事实

上"如果执行交换"则在总和上加上了
4

1@

3

04

3

@1

再减掉
4

1@1

04

3

@

3

#净效果是加上了
4

1@

3

0

4

3

@1

D4

1@1

D4

3

@

3

E

%

4

3

D4

1

!%

@1

D

@

3

!"由排序的假设这是非负的#

%

!类似于%

#

!#

+4"#

!

B

&

/

&

!4

&

@

&

!B

&

C

&

?

&

+

&

!

%

!

<

&

++

&

!!

&

/?

&

!<

&

@+

&

+B

&

!/

&

?4

&

+4

&

!4

&

@

&

!B

&

C

&

?

&

+

&

!

'

!

!<

&

@+

&

+B

&

!/

&

?4

&

+4

&

!4

&

@

&

!B

&

C

&

?

&

+

&

!

(

!

+!

&

B?

&

/+

&

!B

&

C

&

?

&

+

&

!

+!"

不失一般性"我们假设棋盘的左上角和右上角被移除了#用
/

个骨牌水平填充到第一行的其余部分"

并用
?

个骨牌水平填充其他
<

行#

++"

因为棋盘总共有偶数个方格"所以要么每行有偶数个方格"要么每列有偶数个方格#前一种情形可

通过水平放置骨牌来拼接棋盘"而后一种情形则可通过垂直放置骨牌来拼接棋盘#

+/"

可以做适当的旋转使得去掉的方格为
!

和
!B

#方格
+

必须用一个骨牌覆盖#如果骨牌覆盖方格
+

和

B

"则接下来的骨牌放置就必须依次(

@

!

=

*

!/

!

!?

和
!4

!

!!

"这样就无法覆盖方格
!@

#否则"方

格
+

必须由放置在
+

!

/

上的骨牌覆盖#则接下来的骨牌放置就必须为(

?

!

C

*

!!

!

!+

*

B

!

<

*

@

!

=

和
!4

!

!?

"依然无法覆盖方格
!@

#

+?"

去掉与一个白色角相邻的两个黑色方格"再移除那个角之外的两个白色方格#则没有骨牌可以覆盖

那个白色角#

+@"#

!

7L!
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%

!下图展示了用前四种四联骨牌的拼接#

为了证明第五种四联骨牌不能拼接棋盘"将方格标记为
!

!

B?

"从上至下一次一行"每行从左至

右#因此"方格
!

是左上角"方格
B?

是右下角#假设我们有一种拼接"由对称性"可以不失一般性

地假设第一块放在左上角"覆盖方格
!

*

+

*

!4

和
!!

#这就迫使另一块紧挨其右边"覆盖方格
/

*

?

*

!+

和
!/

#依此方式继续"我们不得不用一块骨牌覆盖方格
B

*

<

*

!@

和
!B

#这就导致不可能再覆盖

方格
C

#因此"这种拼接不可能存在#

补充练习!只给出奇数编号答案"后同#

!"#

!

"

&

!

!!!!!!!

%

!

"

#

!

!!!!!!!

'

!

$

"

%$

!

!!!!!!!

(

!

"

'

!

/"#

!该命题不可能为假"除非
$

!

为假"所以
!

为真#如果
!

为真且
"

为真"则
$

"

#

%

!

&

"

!为假"所以

条件语句为真#如果
!

为真而
"

为假"则
!

&

"

为假"所以
$

"

#

%

!

&

"

!为假"而条件语句为真#

%

!该命题不可能为假"除非
"

为假#如果
"

为假而
!

为真"则%

!

%

"

!

#$

!

为假"而条件语句为真#

如果
"

为假且
!

为假"则%

!

%

"

!

#$

!

也为假"而条件语句为真#

@"

$

"

&$

!

)

!

&

"

)

$

!

&$

"

#

<"

%

!

#

"

#

$

#$

/

!

%

%

!

#

"

#$

$

#

/

!

%

%

!

#$

"

#

$

#

/

!

%

%

$

!

#

"

#

$

#

/

!

="

使用有含义的字母将这些语句翻译成符号"可得
$

U

&$

#

*

$

#

&$

"

*

$

&

"

和
$

U

#

$

#假定这些语句是一

致的#第四个语句表明
$

U

必为真#因此"由假言推理和第一个语句"可知
$

#

为真"因此%从第二个语

句!"可知
$

"

为真#同样"第四个语句说明
$

必为真"再次由假言推理%第三个语句!可得
"

为真#这

是一个矛盾(

"

#$

"

#因此这些语句是不一致的#

!!"

拒绝 接受 拒绝 接受"接受 接受 接受 接受"接受 接受 拒绝 接受"拒绝 拒绝 拒绝 拒绝"拒

绝 拒绝 接受 拒绝"拒绝 接受 接受 接受#

!/"I#;Q:

是无赖而
F;

[

R2#P

是骑士)不能断定
6Q8#:

是什么#

!@"6;):(#

!<"

这些前提不能同时为真"因为它们是互相矛盾的#所以"根据定义无需证明这是一个有效的论证(

只要所有的前提为真"则结论也为真#因为前提不能同时为真"所以不能得出结论为真#

!="

利用
!"/

节中给出的关于
=U=

数独的命题"将变量的下标从
!

!

=

改为从
!

!

!B

"再做一些类似的更

改"即可得到
?U?

单元的命题(

#

/

$E4

#

/

/E4

#

!B

2E!

%

?

1E!

%

?

3

E!!

%

?$01

"

?/0

3

"

2

!#

+!"#

!

&

!!!!!

%

!

%

!!!!!

'

!

&

!!!!!

(

!

%

!!!!!

)

!

&

!!!!!

*

!

%

+/"

有很多解答#一个例子就是美国参议员#

+@"

,

4

+

@

+

J

%

@

"

J

#,

M

%

5

%

M

"

4

!

'

%

ME

@

%

MEJ

!!!

+<"#

!

$+

45

%

4

!

%

!

+

4

%

5

%

4

!

#,

@

%

5

%

@

!

&

@

E4

!!

'

!

+

4

!

+

4

+

%

5

%

4

!

!

#

5

%

4

+

!

#

4

!

"

4

+

#,

@

%

5

%

@

!

&

%

@

E4

!

%

@

E4

+

!!!

(

!

+

4

!

+

4

+

+

4

/

%

5

%

4

!

!

#

5

%

4

+

!

#

5

%

4

/

!

#

4

!

"

4

+

#

4

!

"

4

/

#

4

+

"

4

/

#,

@

%

5

%

@

!

&

%

@

E4

!

%

@

E

4

+

%

@

E4

/

!!!

+="

假定
+

4

%

5

%

4

!

&

6

%

4

!!为真#则或者对某个
4

4

有
6

%

4

4

!为真"这时
,

45

%

4

!

&+

46

%

4

!为真)或者

对某个
4

4

有
5

%

4

4

!为假"这时
,

45

%

4

!

&+

46

%

4

!也为真#反之"假定
+

4

%

5

%

4

!

&

6

%

4

!!为假#这

意味着
,

4

%

5

%

4

!

#$

6

%

4

!!为真"这蕴含着
,

45

%

4

!和
,

4

%

$

6

%

4

!!#后一命题等价于
$+

46

%

4

!#这

样"

,

45

%

4

!

&+

46

%

4

!为假#

/!"

不#

//"

,

4

,

J

+

@

D

%

4

"

@

"

J

!"其中
D

%

4

"

@

"

J

!为&学生
4

已选修
J

系的
@

课程'"而论域分别是该班上所

有学生集合*这所大学中开设的所有课程集合"以及数学学院中所有系的集合#

FL

练 习 答 案
!



/@"

+

.

4

+

.

@

D

%

4

"

@

!"

+

4

,

J

%%

+

@

,

M

%

D

%

J

"

M

!

'

ME

@

!!

'

JE4

!#其中
D

%

4

"

@

!的含义是学生
4

选

修课程
@

"而论域是班上所有学生集合#

/<"

由全称量词实例化得
5

%

#

!

&

6

%

#

!"

6

%

#

!

&

G

%

#

!)则由假言推理得
$

6

%

#

!"再由假言推理得
$

5

%

#

!#

/="

在此给出反证法证明"证明如果槡4是有理数"则
4

是有理数"这里假设
4

/

4

#假定槡4E

!

-

"

是有理

数"

"

"

4

#则
4E

%槡4!

+

E

!

+

-

"

+ 也是有理数%

"

+ 也是非零的!#

?!"

通过令
+E!4

@44

0!

可以给出一个构造性证明#则
+

+

E

%

!4

@44

0!

!

+

.

%

!4

@44

!

+

E!4

!444

#

?/"+/

不能写为
C

个立方数之和#

?@"++/

不能写为
/B

个
@

次幂之和#

第
#

章

#"!

节

!"#

!/

D!

"

!

0

%

!/

!

"

+

"

/

"

?

"

@

"

B

"

<

"

C

"

=

"

!4

"

!!

0

'

!/

4

"

!

"

?

"

=

"

!B

"

+@

"

/B

"

?=

"

B?

"

C!

0

(

!

1

+"#

!第一个是第二个的子集"但第二个不是第一个的子集#

%

!哪个也不是另一个的子集#

'

!第一个是第二个的子集"但第二个不是第一个的子集#

/"#

!是
!!!!!

%

!否
!!!!!

'

!否
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

?"#

!是
%

!不是
'

!是
(

!不是
)

!不是
*

!不是

@"#

!假
%

!假
'

!假
(

!真
)

!假
*

!假
!!!!!A

!真

B"#

!真
%

!真
'

!假
(

!真
)

!真
*

!假

<"

C"

在某些区域中的小圆点表示该区域不为空#

="

假定
4

2

%

#由于
%

3

&

"这蕴含着
4

2

&

#由于
&

3

8

"可知
4

2

8

#由于
4

2

%

蕴含
4

2

8

"所以可得

%

3

8

#

!4"#

!

!

!!!!!!!!

%

!

!

!!!!!!!!!!

'

!

+

!!!!!!!!!!

(

!

/

!!"#

!/

1

"/

*

00

%

!/

1

"/

*

0"/

,

0"/

*

"

,

00

'

!/

1

"/

1

0"//

1

00"/

1

"/

1

000

!+"#

!

C %

!

!B '

!

+

!/"

对于&当'部分"给定
%

3

&

"我们要证明 %

%

!

3

%

&

!"即如果
8

3

%

则
8

3

&

#这个可以直接由练

习
!<

得出#对于&仅当'部分"给定 %

%

!

3

%

&

!"我们要证明
%

3

&

#假设
*

2

%

#则/

*

0

3

%

"所以

/

*

0

2

%

%

!#因为 %

%

!

3

%

&

!"所以/

*

0

2

%

&

!"这意味着/

*

0

3

&

#但这也蕴含了所期望

IL!
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的
*

2

&

#

!?"#

!/%

*

"

@

!"%

,

"

@

!"%

O

"

@

!"%

P

"

@

!"%

*
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三元组%

*

"
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"

O

!的集合"其中
*

是航线"

,

和
O

是城市#该集合的一个有意思的子集是三元组%

*

"

,

"

O

!的集合"其中
*

是
,

和
O

之间的航线#
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/
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+
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"
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+
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"
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"
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的元素是由三元组%

*

"

,

"

'

!构成#其中
*

2

%

"

,

2

&

"

O

2

8

"而%

%U&

!

U8

的元素则形如

%%

*

"

,

!"

O

!"是序偶"该序偶的第一个元素也是一个序偶#

+!"#

!实数的平方绝不会是
D!

#真#

%

!存在一个整数其平方等于
+

#假#

'

!每个整数的平方都是正的#假#

(

!存在某一实数等于它自身的平方#真#

++"#
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D!
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4
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4
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我们必须证明//

*

0"/

*

"

,

00

E

//

O

0"/

O

"

P

00当且仅当
*EO

且
,EP

#显然&当'部分直接可得的#所

以假定这两个集合相等#首先"考虑
*

"

,

的情形#这时//

*

0"/

*

"

,

00恰好含有两个元素"其中一个

只包含一个元素#这样//

O

0"/

O

"

P

00也必须有同样的性质"所以
O

"

P

"且/

O

0是那个只包含一个元

素的元素#于是/

*

0

E

/

O

0"这蕴含着
*EO

#另外"两个元素的集合/

*

"

,

0和/

O

"

P

0也必须相等#因为

*EO

且
*

"

,

"可得
,EP

#其次"假定
*E,

#则//

*

0"/

*

"

,

00

E

//

*

00"这是只含一个元素的集合#因

此"//

O

0"/

O

"

P

00也只含一个元素"这只有在
OEP

时才有可能"而该集合为//

O

00#从而可得
*EO

且
,EP

#

+?"

令
AE

/

*

!

"

*

+

","

*

2

0#把
A

的每个子集用长度为
2

的位串表示"其中第
1

位为
!

当且仅当
*

1

2

A

#

为了产生
A

的所有子集"列出所有
+

2 个长度为
2

的位串%例如"按递增序!"再写下相应的子集#

#"#

节

!"#

!住处离校不超过
!

英里且走路上学的学生集合#

%

!住处离校不超过
!

英里或走路上学的学生集合#

'

!住处离校不超过
!

英里但不走路上学的学生集合#

(

!走路上学但住处离校超过
!

英里的学生集合#
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/
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/
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/
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/
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/
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/
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/
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/
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/
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!#则由交集的定义可知"

4

2

%

且
4

2

%

6

&

#因为
4

2

%

"所以我们证明了左边是

右边的子集#反之"令
4

2

%

#则由并集的定义可知"

4

2

%

6

&

#因此由交集的定义可知
4
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%
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!"所以右边是左边的子集#
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!双阴影部分是所求的集合#

!
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!所求的集合是整个阴影部分#

!
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!所求的集合是整个阴影部分#

!!! !!! !!!
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!没什么可说的"因为它总是为真
)

!

%E&

!B"%

3

&

9,

4

%

4

2

%

&

4

2

&

!

9,

4

%

4

8

&

&

4

8

%

!

9,

4

%

4

2

:

&

&

4

2

5

%

!

9

:

&

3

5

%

!<"

主修计算机科学而不主修数学"或主修数学而不主修计算机科学的所有学生的集合#
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个元素"

2

为某个自然数#但是因为
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是无限集"所以具有比
2

多的

元素"而
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具有所有
%

的元素"所以
%

6
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具有多于
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个元素#该矛盾证明了
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必是无
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!无定义#

%

!对于
4

-

4

"

R

%

4

!无定义#

'

!因为对每个
4

都指派了两个不同值"所以
R

%

4

!不是良定义的#

+"#

!不是函数
!!!!!!

%

!是函数
!!!!!!

'

!不是函数
!!!!

/"#

!定义域为位串的集合)值域为整数集合#

%

!定义域为位串的集合)值域为非负偶整数集合#

'

!定义域为位串的集合)值域为不超过
<

的非负整数集合#

(

!定义域为正整数的集合)值域为正整数平方的集合
E

/

!

"

?

"

=

"

!B

",0#

?"#

!定义域为
'

0
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0

)值域为
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0

#
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!定义域为
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0

)值域为/

4

"

!

"

+

"

/

"

?

"

@

"

B

"

<

"

C

"

=
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!定义域为位串集合)值域为
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#

(

!定义域为位串集合)值域为
"

#
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!
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!
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!
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!
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)

!
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!
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A

!
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!

!
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只有
#

!中的函数是#
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只有
#

!和
(

!中的函数是#
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!映上
%

!不是映上
'

!映上

(

!不映上
)

!映上

''
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!取决于老师们是否共享办公室#

%

!一对一的"假设一辆巴士上只有一位老师#

'

!很可能不是一对一的"特别是"如果薪水是通过集体谈判协商来确定的#

(

!一对一#

!4"

答案可变#

#

!学校办公室的集合)可能不是映上的#

%

!旅途中巴士的集合)映上的"假设一辆巴士上只有一位陪伴老师#

'

!实数集合)不是映上的#

(

!

=

个数字串的集合"其中第
/

个和第
@

个数字后有一短横)不是映上的#
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4

时函数
R
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!
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4

时函数
R

%

4

!

ED/40+

#
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R
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'
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/
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R

%
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4

时
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!

R

%
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!
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+
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%

!不是
'
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!不是
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假定
R

严格递减#这意味着当
4

-

@

时有
R

%

4

!

.

R

%

@

!#为了证明
#

严格递增"假定
4

-

@

#则
#

%

4

!

E

!

-

R

%

4

!

-

!

-

R

%

@

!

E

#

%

@

!#反之"假定
#

严格递增#这意味着当
4

-

@

时有
#

%

4

!

-

#

%

@

!#为了证明
R

严格递减"假定
4

-

@

#则
R

%

4

!

E!

-

#

%

4

!

.

!

-

#

%

@

!

E

R

%

@

!#

!?"#

!令
R

是从
(

到其自身的一个严格递减函数#如果
*

-

,

"则
R

%

*

!

.

R

%

,

!)如果
*

.

,

"则
R

%

*

!

-

R

%

,

!#这样"如果
*

"

,

"则
R

%

*

!

"

R

%

,

!#

%

!答案可变)例如"对于
4

-

4

时
R

%

4

!

E4

而对于
4

/

4

时
R

%

4

!

ED4

#

!@"

函数不是一对一的"因此它是不可逆的#在限制域上"该函数是非负实数域上的恒等函数"

R

%

4

!

E

4

"所以它是其自身的逆#

!B"#

!

R

%

A

!

E

/

4

"

!

"

/

0

%

!

R

%

A

!

E

/

4

"

!

"

/

"

@

"

C

0

'

!

R

%

A

!

E

/

4

"

C

"

!B

"

?4

0

(

!

R

%

A

!

E

/

!

"

!+

"

//

"

B@

0

!<"#

!令
4

和
@

为
%

中不同的元素#由于
#

是一对一的"所以
#

%

4

!和
#

%

@

!是
&

中不同的元素#又因为
R

是一

对一的"所以
R

%

#

%

4

!!

E

%

R

;

#

!%

4

!和
R

%

#

%

@

!!

E

%

R

;

#

!%

@

!是
8

中不同元素#因此"

R

;

#

是一对一的#

%

!令
@

2

8

#因为
R

是映上的"所以存在某个
,

2

&

使得
@

E

R

%

,

!#又因为
#

是映上的"所以存在某个

4

2

%

使得
,E

#

%

4

!#因此"

@

E

R

%

,

!

E

R

%

#

%

4

!!

E

%

R

;

#

!%

4

!#从而可得
R

;

#

是映上的#

!C"

不是#例如"假定
%E

/

*

0"

&E

/

,

"

O

0"

8E

/

P

0#令
#

%

*

!

E,

"

R

%

,

!

EP

"

R

%

O

!

EP

#则
R

和
R

;

#

都

是映上的"但
#

不是#

!="

%

R

0

#

!%

4

!

E4

+

040/

"%

R#

!%

4

!

E4

/

0+4

+

040+

+4"

R

是一对一的"因为
R

%

4

!

!

E

R

%

4

+

!

&

*4

!

0,E*4

+

0,

&

*4

!

E*4

+

&

4

!

E4

+

#

R

是映上的"因为

R

%%

@

D,

!-

*

!

E

@

"

R

D!

%

@

!

E

%

@

D,

!-

*

#

+!"#

!/

4 4

0

4

-

!

0

%

!/

4 D!

0

4

-

+

0

'

!

1

++"

R

D!

%

:

A

!

E

/

4

2

%

R

%

4

!

8

A

0

E

/

4

2

%

R

%

4

!

2

A

0

E

R

D!

%

A

!

+/"

令
4E 4 0

!

"其中
!

为实数"满足
4

0!-

!

#如果
!-

!

-

+

"则
4 D!

-

4D!

-

+

-

4

"所以

4D!

-

+ E 4

且这是最接近
4

的整数#如果
!.

!

-

+

"则
4

-

4D!

-

+

-

4 0!

"所以
4D!

-

+ E

4 0!

且这是最接近
4

的整数#如果
!

E!

-

+

"则
4D!

-

+ E 4

"这是围绕
4

且到
4

的距离相等

的两个整数中较小的一个#

+?"

把实数
4

写成
4 0

!

"其中
!

是实数且满足
4

0!-

!

#因为
!

E4D 4

"可得
4

0

4D 4

-

!

#由此

可直接得出前两个不等式
4D!

-

4

和
4

0

4

#对于另外两个不等式"把
4

写成
4E 4 D

!

b

"其中

4

0!

b

-

!

#则
4

0

4 D4

-

!

"从而可得所需的不等式#

+@"#

!如果
4

-

2

"由于
4

0

4

"所以
4

-

2

#假定
4

/

2

"由下取整函数的定义知
4

/

2

#这意味着

如果
4

-

2

"则
4

-

2

#

('!
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!如果
2

-

4

"则由于
4

0

4

"可得
2

0

4

#假定
2

/

4

"由上取整函数的定义知
4

0

2

#这意味

着如果
2

-

4

"则
2

-

4

#

+B"

如果
2

为偶数"则对某个整数
S

有
2E+S

#因此
2

-

+ E S ESE2

-

+

#如果
2

是奇数"则对某个整数

S

有
2E+S0!

#因此
2

-

+ E S0!

-

+ ESE

%

2D!

!-

+

#

+<"

假定
4

/

4

#等式左边是
D4

而右边是
D 4

#如果
4

是整数"则两边都等于
D4

#否则"令
4E

20

!

"其中
2

为自然数而
!

为实数且满足
4

0!-

!

#则有
D4 E D2D

!

ED2

和
D 4 ED 20

!

ED2

#当
4

-

4

时等式依然成立"因为只需用
D4

代替
4

即可得#

+C" , D * D!

+="#

!

! %

!

/ '

!

!+B (

!

/B44

/4"#

!

!44 %

!

+@B '

!

!4/4 (

!

/4+44

/!" /+"

//"#

!

%

!

'

!

(

!

)

!

*

!

-'
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!
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D!

%

@

!

E

%

@
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!

!

-

/

/@"#

!

R%

7

&

%

4

!

E!

'

4

2

%

7

&

'

4

2

%

且
4

2

&

'

R%

%

4

!

E!

且
R&

%

4

!

E!

'

R%

%

4

!

R&

%

4

!

E!

%

!

R%

6

&

%

4

!

E!

'

4

2

%

6

&

'

4

2

%

或
4

2

&

'

R%

%

4

!

E!

或
R&

%

4

!

E!

'

R%

%

4

!

0

R&

%

4

!

D

R%

%

4

!

R&

%

4

!

E!

'

!

R

5

%

%

4

!

E!

'

4

2

5

%

'

4

8

%

'

R%

%

4

!

E4

'

!D

R%

%

4

!

E!

(

!

R%

!

&

%

4

!

E!

'

4

2

%

!

&

'

%

4

2

%

且
4

8

&

!或%

4

8

%

且
4

2

&

!

'

R%

%

4

!

0

R&

%

4

!

D+

R%

%

4

!

R&

%

4

!

E!

/B"#

!真)因为
4

已经是整数"

4 E 4

#

%

!假)

4E!

-

+

就是一个反例#

'

!真)如果
4

或
@

是整数"则由表
!

的性质
?,

"差为
4

#如果
4

和
@

都不是整数"则
4E20

!

且

@

E+0

"

"其中
2

和
+

是整数"而
!

和
"

是小于
!

的正实数#则
+02

-

40

@

-

+020+

"因此

40

@

或者为
+020!

"或者为
+020+

#所以"给定的表达式或者为%

20!

!

0

%

+0!

!

D

%

+0

20!

!

E!

"或者为%

20!

!

0

%

+0!

!

D

%

+020+

!

E4

#

(

!假)

4E!

-

?

和
@

E/

就是一个反例#

)

!假)

4E!

-

+

就是一个反例#

/<"#

!如果
4

是正整数"则两边相等#因此假定
4E2

+

0+0

!

"其中
2

+ 是小于
4

的最大完全平方数"

+

是非负整数"

4

-!0

!

#则槡4和槡4 E 2

+

0槡 +

均在
2

!

20!

之间"因此两边均等于
2

#

%

!如果
4

是正整数"则两边相等#因此假定
4E2

+

D+D

!

"其中
2

+ 是大于
4

的最小完全平方数"

+

是非负整数"

4

-!0

!

#则槡4和槡4 E 2

+

D槡 +

均在
2D!

!

2

之间#所以等式两边都等于
2

#

/C"#

!定义域是
'

)陪域是
(

)定义的区域是非零整数集)

R

未定义的区域是/

4

0)不是全函数#

%

!定义域是
'

)陪域是
'

)定义的区域是
'

)

R

未定义的区域是
1

)全函数#

'

!定义域是
'U'

)陪域是
)

)定义的区域是
'U

%

'D

/

4

0!)

R

未定义的区域是
'U

/

4

0)不是全函数#

(

!定义域是
'U'

)陪域是
'

)定义的区域是
'U'

)

R

未定义的区域是
1

)全函数#

)

!定义域是
'U'

)陪域是
'

)定义的区域是/%

+

"

2

!

+

.

2

0)

R

未定义的区域是/%

+

"

2

!

+

0

2

0)

不是全函数#

/="#

!由定义可知"如果说
A

的基数为
+

就是说
A

有
+

个不同的元素#因此"我们给第
!

个对象赋值
!

"

第
+

个赋值
+

"等等#这就是一个一一对应#

%

!由
#

!可知"存在一个从
A

到/

!

"

+

","

+

0的双射函数
R

和一个从
D

到/

!

"

+

","

+

0的双射函数

#

#则合成函数
#

D!

;

R

就是所期望的从
A

到
D

的双射函数#

#"%

节

!"#

!

/

!!!!!!!!!
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!
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!!!!!!!!!
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(

!
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!

*

4

E+

"

*

!

E/

"

*

+

E@

"

*

/

E=
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*

4

E!

"

*

!
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"

*

+
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"

*

/
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!
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4
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"

*

!
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+
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/
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*
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"
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"
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+
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"
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"
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"
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"
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%
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+
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+
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+
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/
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"
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!
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/
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/

"
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@
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<
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=

"

=

(
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"
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"

D+
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C

"
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"

B@B

"
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"

?44B?

"

/B+/BC

"

/B+<<<B

)

!

/

"

B

"

!+

"

+?

"

?C

"

=B

"
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"
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"

<BC

"

!@/B

*

!

+

"

?

"

B

"
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"

!B
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+B

"
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"
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!!4

"
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!

"

+
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/
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/
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/

"

/

"

?
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?

"

?
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/
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/
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@
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"

?

"

/
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每一项都是前一项的
+

倍)第
2

项可以由前一项加
2D!

得到)每项都是正整数"但不是
/

的倍数)存

在无限多种可能#

@"#

!

+

"
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"

<+
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!

!

"

!

"

B

"

+<

"

+4?

)

!

!

"

+

"

4

"

!

"

/

B"#

!

B

"

!<

"

?=

"

!?/

"

?+!

%

!

?=E@

$

!<DB

$

B

"

!?/E@

$

?=DB

$

!<

"

?+!E@

$

!?/DB

$

?=

'

!

@*

2D!

DB*

2D+

E@

%

+

2D!

0@

$

/

2D!

!

DB

%

+

2D+

0@

$

/

2D+

!

E+

2D+

%

!4DB

!

0/

2D+

%

<@D/4

!

E+

2D+

$

?0

/

2D+

$

=

$

@E+

2

0/

2

$

@E*

2

<"#

!是
%

!否
'

!否
(

!是

)

!是
*

!是
A

!否
8

!否

C"#

!

*

2D!

0+*

2D+

0+2D=ED

%

2D!

!

0+0+

1

D

%

2D+

!

0+

2

0+2D=ED20+E*

2

%

!

*

2D!

0+*

2D+

0+2D=E@

%

D!

!

2D!

D

%

2D!

!

0+0+

1

@

%

D!

!

2D+

D

%

2D+

!

0+

2

0+2D=E@

%

D!

!

2D+

%

D!0

+

!

D20+E*

2

'

!

*

2D!

0+*

2D+

0+2D=E/

%

D!

!

2D!

0+

2D!

D

%

2D!

!

0+0+

1

/

%

D!

!

2D+

0+

2D+

D

%

2D+

!

0+

2

0+2D=E

/

%

D!

!

2D+

%

D!0+

!

0+

2D+

%

+0+

!

D20+E*

2

(

!

*

2D!

0+*

2D+

0+2D=E<

$

+

2D!

D

%

2D!

!

0+0+

1

<

$

+

2D+

D

%

2D+

!

0+

2

0+2D=E+

2D+

%

<

$

+0+

$

<

!

D2

0+E*

2

="#

!

*

2

E+

$

/

2

%

!

*

2

E+20/ '

!

*

2

E!02

%

20!

!-

+ (

!

*

2

E2

+

0?20?

)

!

*

2

E! *

!

*

2

E

%

/

20!

D!

!-

+

A

!

*

2

E@2

.

8

!

*

2

E+

2

2

.

!4"#

!

*

2

E/*

2D!

%

!

@=4?=44

!!"#

!

*

2

E20*

2D!

"

*

4

E4 %

!

*

!+

E<C

'

!

*

2

E2

%

20!

!-

+

!+"&

%

S

!

E

1

!0

%

4"4<

-

!+

!2

&

%

SD!

!

D!44

"初始值
&

%

4

!

E@444

#

!/"#

!一个
!

和一个
4

"后面跟两个
!

和两个
4

"然后接三个
!

和三个
4

"等等)

!

"

!

"

!

%

!以升序排列正整数"且每个偶正整数出现
+

次)

=

"

!4

"

!4

'

!奇数项是都是
+

的连续的幂次)偶数项都是
4

)

/+

"

4

"

B?

(

!

*

2

E/

$

+

2D!

)

/C?

"

<BC

"

!@/B

)

!

*

2

E!@D<

%

2D!

!

E++D<2

)

D/?

"

D?!

"

D?C

*

!

*

2

E

%

2

+

020?

!-

+

)

@<

"

BC

"

C4

A

!

*

2

E+2

/

)

!4+?

"

!?@C

"
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+
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%
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+
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!可数无限"
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!可数无限"
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(

!不可数

)

!有限

*

!可数"
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"
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!可数#把
2

和
2

个
!

组成的位串相对应#

%

!可数#为了找到一个对应关系"参照例
?

中的步骤"但是去掉前三行中的分数%同时继续去掉非简

分数!#

'

!不可数

(

!不可数

/"

假设饭店客满时来了
+

为新客人#对于
2E!

"

+

"

/

,"将
2

号房间的客人安排到
20+

号房间)然后

新客人安排到
!

!

+

号房间#

?"

对于
2E!

"

+

"

/

,"将现住
+2

号房间的客人安排到
2

号房间"而将现住
+2D!

号房间的客人安排到

新楼的
2

号房间#

@"

对于
1E!

"

+

"

/

,"将现住
1

号房间的客人安排到
+10!

号房间#将第
S

辆巴士的第
3

位客人安排到

+

S

%

+

3

0!

!号房间#

B"#
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%E

1
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2%
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的实数的闭区间!"
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'
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'
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2

<"

假设
%

是可数的#则或者
%

具有基数
2

"

2

为非负整数"在此情形下存在从
%

到
'

0的子集的一对一

映射%值域是前
2

个正整数!)或者存在从
%

到
'

0的一一对应
R

#无论哪种情形都满足定义
+

#反之"

假设
%

0

'

0

#由定义"这意味着存在从
%

到
'

0的一对一函数"所以
%

与
'

0

%即那个函数的值

域!的一个子集具有相同的基数#因此"

%

是可数的#

C"

假设
&

是可数的#则
&

的元素可以列表为
,

!

"

,

+

"

,

/

",#因为
%

是
&

的一个子集"所以取/

,

2

0的子

序列使其只包含
%

中的所有项"即构成
%

中元素的一个列表#因为
%

是不可数的"所以这不可能

发生#

="

假设
%D&

是可数集#则因为
%E

%

%D6

!

6

%

7

&

"所以可以通过交替列出
%D&

的元素与
%

7

&

的元

素而将
%

的元素排列成序列#而这与
%

的不可数性相矛盾#

!4"

给定由
%

到
&

的双射函数
R

"由
8

到
?

的双射函数
#

#则从
%U8

到
&U?

的将%

*

"

O

!映射到%

R

%

*

!"

#

%

O

!!的函数是一个双射函数#

!!"

由
%

0

&

的定义"存在一个从
%

到
&

的一对一函数
R

c%

&

&

#类似地"存在一个从
&

到
8

的

一对一函数
#

c&

&

8

#由
+"+

节练习
!<

可知"复合函数
#

;

R

(

%

&

8

是一对一的#所以由定义可得

%

0

8

#

!+"

利用集合论的选择公理"每次选择一个不同的元素
*

!

"

*

+

"

*

/

",%因为
%

是无限的"所以这是可以

做到的!#这个结果的集合/

*

!

"

*

+

"

*

/

",0就是所要求的
%

的无限子集#

!/"

一个有限字母表上的字符的有限字符串的集合是可数无限的"因为我们可以根据长度按字典序列出

这些字符串#所以无限集
A

可以用这个可数集%由练习
!B

可知这是无限可数集!的一个无限子集来

标记#

!?"

假设
%

!

"

%

+

"

%

/

",是可数集#由于
%

1

是可数的"所以可以把其元素排列成序列
*

1!

"

*

1+

"

*

1/

",#集

合
6

2

1E!

%

1

中的元素也可以通过列出满足
10

3

E+

的所有
*

1

3

*满足
10

3

E/

的所有
*

1

3

*满足
10

3

E?

的

所有
*

1

3

"等等"排列出来#

!@"

存在有限多个长度为
+

的位串"即
+

+

#所有位串的集合是长度为
+

的位串集合的并集"其中
+E4

"

!

"

+

",#由于可数多个可数集合的并集仍然是可数的%参见练习
!?

!"所以存在可数的多个位串#

!B"

显然"对于固定的
+02

值"比如
+02E4

"由公式可知函数的取值范围是从%

4D+

!%

4D!

!-

+0!

到

%

4D+

!%

4D!

!-

+0

%

4D!

!"因为在这些条件下
+

的取值可假设为
!

"

+

"

/

","%

4D!

!"而当
+02

固定时公式中的第一项是一个固定的正整数#要证明这个函数是一对一和映上的"我们只需要证明

7'!
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的取值范围恰好是
4

所剩下值的范围"即
R

%

4D!

"

!

!

0!E

R

%

!

"

4

!#我们有
R

%

4D!
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!
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%
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+
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+E

%

4D!

!

4

-

+0!E

R
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!

"
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!#

!<"

由
1'8;d();e6);:R2)-:

定理可知"只要找到一对一函数
R

(%

4

"

!

!

&

1

4

"

!

2和
#

(1

4

"

!

2

&

%

4

"

!

!即

可#令
R

%

4

!

E4

且
#

%
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!

E

%

40!

!-

/

#

!C"

正整数集合的幂集的每个元素
%

%即
%

3

'

0

!都可以唯一地表示成位串
*

!

*

+

*

/

,"其中
*

1

E!

如果
1

2

%

"

*

1

E4

如果
1

8

%

#假设存在一个一一对应
R

(

'

0

&

%

'

0

!#通过令
/

1

为
!

减去
R

%

1

!的第
1

位"可

以构造一个新的位串
/E/

!

/

+

/

/

,#则因为
/

在第
1

位不同于
R

%

1

!"所以
/

不在
R

的值域中"矛盾#

!="

对于任意有限字母表"都存在有限多个长度为
2

的字符串"其中
2

为正整数#由练习
!?

的结果可知任意

给定的有限字母表"只存在可数个字符串#因为一种特定语言的所有计算机程序的集合是有限字母表的所

有字符串集合的子集"所以也是一个可数集#

+4"

只存在可数个计算机程序#因此"只存在可数个可计算函数#因为存在不可数个函数"所以并不是

所有的函数都是可计算的#

#"'

节

!"#

!

/U?

!!!!!

%

!

=

>

?

@

!

?

/

!!!!!

'

!1

+ 4 ? B

2

!!!!!

(

!

!

!!!!!

)

!

! + !

! 4 !

! ? /

=

>

?

@

/ B <

+"#

!

! !!

1 2

+ !C

%

!

+ D+ D/

! 4 +

=

>

?

@

= D? ?

!!!

'

!

D? !@ D? !

D/ !4 + D/

4 + DC B

=

>

?

@

! DC !C D!/

/"

=

-

@ DB

-

@

D!

-

@ ?

-

1 2

@

?"*0%E

1

40*

1

3

2

E

1

*

1

3

04

2

E*0%

@"%0

%

&0'

!

E

1

*

1

3

0

%

,

1

3

0O

1

3

!2

E

1%

*

1

3

0,

1

3

!
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%
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%
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"
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"

<
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没有逆函数#

!@"

如果
R

是一对一函数"则
R
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A
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R
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"但

R

%

A

!

E!

#

!<"

令
4

2

%

#则
A

R

%/

4

0!

E

/

R

%

@

!

@

2

/

4

00

E

/

R

%

4

!0#同理可得
A

#

%/

4

0!

E

/

#

%

4

!0#因为
A

R

EA

#

"所以

可以得出/

R

%

4

!0

E

/

#

%

4

!0"因此必然可得
R

%

4

!

E

#

%

4

!#

!="

等式为真当且仅当
4

和
@

的小数部分之和小于
!

#

+!"

等式为真当且仅当要么
4

和
@

都是整数"要么
4

不是整数但
4

和
@

的小数部分之和小于等于
!

#

+/"

如果
4

是整数"则
4 0 +D4 E40+D4E+

#否则"把
4

表示成它的整数部分和小数部分(

4E

20

!

"其中
2E 4

且
4

-!-

!

#在此情形下"

4 0+D4E 20

!

0 +D2D

!

E20+D2D!E+D

!

#

+@"

存在某个整数
S

使得
2E+S0!

#则
2

+

E?S

+

0?S0!

"

2

+

-

?ES

+

0S0!

-

?

#所以
2

+

-

?

ES

+

0S0!

#但

是"%

2

+

0/

!-

?E

%

?S

+

0?S0!0/

!-

?ES

+

0S0!

#

+<"

令
4E20

%

$

-

+

!

0

!

"其中
2

是整数"

$

是小于
+

的非负整数"而
!

是实数且满足
4

0!-

!

-

+

#左边是

2+0$0+

!

E2+0$

#在右边"从
4

项到
40

%

+0$D!

!-

+

项均为
2

"而从
40

%

+D$

!-

+

起均

为
20!

#所以"右式为%

+D$

!

20$

%

20!

!

E2+0$

#

+="!4!

/!"*

!

E!

)对于所有的
2

.

4

有
*

+20!

E2

$

*

+2

"对于所有的
2

.

4

有
*

+2

E20*

+2D!

#接下来的
?

项是

@/?B

"

@/@/

"

/<?<!

"

/<?<=

#

//"

如果每个
R

D!

%

3

!都是可数的"则
AE

R

D!

%

!

!

6

R

D!

%

+

!

6

,是可数个可数集的并集"从而由
+"@

节练

习
!?

可知它也是可数的#

/@"

因为在
G

与开区间%

4

"

!

!之间存在一个一一对应%可由
R

%

4

!

E+#;'2#:

%

4

!-

"

给出!"所以只要证明

%

4

"

!

!

U

%

4

"

!

!

E

%

4

"

!

!即可#根据
1'8;d();e6);:R2)-:

定理"只需要找到内射函数
R

(%

4

"

!

!

&

%

4

"

!

!

U

%

4

"

!

!和
#

(%

4

"

!

!

U

%

4

"

!

!

&

%

4

"

!

!即可#令
R

%

4

!

E

%

4

"

!

-

+

!#对于函数
#

"参考提示#

假设%

4

"

@

!

2

%

4

"

!

!

U

%

4

"

!

!"用十进制展开式来表示
4

和
@

"

4E4"4

!

4

+

4

/

,和
@

E4"

@!@+@/

,"

任何数的展开式不要选择以无限循环的
=

作为结尾#令
#

%

4

"

@

!是通过交织着两个串获得的十进制展

开式"即
4"4

!@!

4

+@+

4

/@/

,#

/<"

对于
2

/

4

"

%

?2

E

! 4

1 2

4 !

"

%

?20!

E

4 4

1 2

D! 4

"

%

?20+

E

D! 4

1 2

4 D!

"

%

?20/

E

4 D!

1 2

! 4

#

I'!
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/="

假设
%E

* ,

1 2

O P

#令
&E

4 !

1 2

4 4

#因为
%&E&%

"所以可得
OE4

和
*EP

#令
&E

4 4

1 2

! 4

#因为

%&E&%

"所以可得
,E4

#因此"

%E

* 4

4

1 2

*

E*(

#

?!"#

!

])2%

A

*E

1

,

1

3

2#则
,

1

3

E

%

*

1!

#

4

!

%

,

%

%

*

1

!

#

4

!

E4

#因此"

%

A

*E*

#类似地"

*

A

%E*

#

%

!

%

%

*E

1

*

1

3

%

4

2

E

1

*

1

3

2

E%

#因此"

%

%

*E%

#类似地"

*

%

!E!

#

'

!

%

#

*E

1

*

1

3

#

4

2

E

1

4

2

E*

#因此"

%

#

*E*

#类似地"

*

#

%E*

#

第
$

章

$"!

节

!"#

!

@C@4

!!!!!

%

!

/?/

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

+"#

!

?

!4

%

!

@

!4

/"?+

?"+B

/

@"B<B

B"+

C

<"20!

%包含空字符串!

C"?<@+@@

%包含空字符串!

="!/+!/BC=B!

!4"#

!

<+= %

!

+@B '

!

!4+? (

!

B?

!!"#

!

<

(

@B

"

B/

"

<4

"

<<

"

C?

"

=!

"

=C %

!

@

(

@@

"

BB

"

<<

"

CC

"

=='

!

!

(

<<

!+"#

!

!+C %

!

?@4 '

!

= (

!

B<@ )

!

?@4

*

!

?@4

A

!

++@ 8

!

<@

!/"#

!

==4 %

!

@44 '

!

+<

!!

!?"/

@4

!@"@+?@<B44

!B"+44<<+44

!<"#

!

/<C++C@=/B!

!!

%

!

C+4?<!BC44

!!

'

!

?4!@=4@4CC4

!!

(

!

!+!!/B?4444

)

!

!<!44?+4@+!@ *

!

<+4?/@?!B?4

A

!

B+/4<+!B/@ 8

!

++/!?=B@@

!C"#

!

4 %

!

!+4 '

!

<+4 (

!

+@+4

!="#

!

+

"如果
2E!

)

+

"如果
2E+

)

4

"如果
2

/

/

!!!

%

!

+

2D+

%

2

.

!

!)

!

"如果
2E!

!!!

'

!

+

%

2D!

!

+4"

%

20!

!

+

+!"

如果
2

是偶数"

+

2

-

+

!!

如果
2

是奇数"

+

%

20!

!-

+

++"#

!

!<@ %

!

+?C '

!

+/+ (

!

C?

+/"B4

+?"#

!

+?4 %

!

?C4 '

!

/B4

+@"/@+

+B"!?<

+<"//

+C"#

!

==+4B<!//=+B!/+@@?!/<B

C

="=U!4

+!

%

!

BB?!@!?=B!/C<4BC?/<<B4

C

B"BU!4

+!

'

!约为
/!?444

年

+="@?

%

B?

B@@/B

D!

!-

B/

/4"<!4?444444444

/!"!B

!4

0!B

+B

0!B

@C

/+"BBBBB<

//"!C

K(
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/?"!<

/@"++

/B"

设
5

%

+

!为
+

个任务的求和法则#第一步令
+E+

"这时
5

%

+

!为两个任务的求和法则"现假设
5

%

+

!

成立#考虑
+0!

个任务"

D

!

"

D

+

","

D

+

"

D

+0!

"这些任务分别可以用
2

!

"

2

+

","

2

+

"

2

+0!

种

方法完成"并且不能在同一时间做两个任务#为了完成其中一个任务"我们可以选择前
+

个任务中

的一个"或者选择第
+0!

个任务#根据两个任务的求和法则"完成其中一个任务的方法数就是计算

前
+

个任务中的一个
2

+

与第
+0!

个任务的
2

+0!

求和#根据数学归纳法"得出
+

个任务的求和法则

是
2

!

02

+

0

,

02

+

02

+0!

#

/<"2

%

2D/

!-

+

$"#

节

!"

由于有
B

种课程"只有
@

个工作日"所以根据鸽巢原理"至少有两门课要安排在同一天#

+"#

!

/

!!!

%

!

!?

/"

由于一个数被
?

除后可能会产生
?

种余数"鸽巢原理表明"

@

个整数中"至少有两个整数被
?

除后余

数相等#

?"

令
*

"

*0!

","

*02D!

为一组连续的正整数序列#由于当
4

0

S

-

3

0

2D!

时"

4

-

%

*0

3

!

D

%

*0S

!"

所以整数%

*01

!

+,-2

%

1E4

"

!

"

+

","

2D!

!互不相同#由于%

*01

!

+,-2

会产生
2

个不同的值"并

且在序列中只有
2

个不同的正整数"所以这些正整数恰好只能被取出一次#所以该正整数序列中恰好

存在一个整数能够被
2

整除#

@"?=@!

B"

%

*

"

,

"

O

!与%

P

"

)

"

R

!连线的中点坐标为%%

*0P

!-

+

"%

,0)

!-

+

"%

O0

R

!-

+

!#如果要使该中点坐标为

整数"则必须要求
*

与
P

"

,

与
)

"

O

与
R

的奇偶性相同#由于该中点坐标可能有
C

种奇偶组合%比如

%偶数"奇数"偶数!!"所以根据鸽巢原理"

=

个点中至少有
+

个点会形成相同的奇偶组合"这两个点

连线的中点坐标一定是整数#

<"#

!将这
C

个正整数分成
?

个子集"每个子集有两个数"并且每组的两个数之和为
=

(/

!

"

C

0"/

+

"

<

0"

/

/

"

B

0"/

?

"

@

0#如果在这
C

个数中选择
@

个"那么根据鸽巢原理"至少有两个数是来自同一个子

集"而这两个数的和一定为
=

#

%

!不为真#例如取/

!

"

+

"

/

"

?

0#

C"?

="+!+@!

!4"#

!如果一年级*二年级*三年级的人数都少于
=

个"则每个年级的人数是不少于
C

个的"这样三个年

级的总人数最多只有
+?

人"与事实上的
+@

个人矛盾"所以这三个年级中至少有一个年级的人数不

少于
="

%

!如果一年级的人数少于
/

个*二年级的人数少于
!=

个*三年级的人数少于
@

个"那么最多会有
+

个人是一年级*

!C

个人是二年级*

?

个人是三年级"这样总人数是
+?

"与事实的
+@

个人矛盾#

!!"?

"

/

"

+

"

!

"

C

"

<

"

B

"

@

"

!+

"

!!

"

!4

"

=

"

!B

"

!@

"

!?

"

!/

!+"

将圆桌的座位从
!

!

@4

进行编号"

@4

号座位与
!

号座位相邻#有
+@

个奇数号座位"

+@

个偶数号座

位#如果最多有
!+

个男生获得了奇数号座位"那么至少有
!/

个男生获得偶数号座位"反之依然#

一般地"假设至少有
!/

个男生获得了
+@

个奇数座位中的一些位置"那么这些男生中至少有两个会

获得连续的奇数号"这样坐在他们中间的人就会是左右都与一个男生相邻#

!/"

.

/,01-2/1PQ:

A

%

*

","

*

(正整数!

/首先查找最长的增序子序列0

T#̀ cE4

)

R)2cE44

,

44

/

2

位0

3,/1cE!4,+

2

P#R2cE4

)

'QW:2cE4

"

Ĝ cE4/21

)

3,/

3

cE!4,2

53R)2

%

3

!

E!4617

53*

3

.

P#R24617P#R2cE*

3

L(!
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'QW:2cE'QW:20!

)

1891Ĝ cE3:891

53'QW:2

.

T#̀ 4617

T#̀ cE'QW:2

%)R2cER)2

R)2cER)20!

)%二进制加法!

/

T#̀

是长度"

%)R2

是表明序列位置0

/通过改变
*

3

-

P#R2

代替
*

3

.

P#R2

并且
P#R2cE

a

代替
P#R2cE4

来变为递减子序列0

!?"

根据对称性"我们只需要证明第一个陈述即可#令
%

是其中的一个人"那么在剩余的
=

个人中"

%

或者有至少
?

个朋友"或者至少有
B

个敌人%因为
/0@

-

=

!#假设在第一种情况下"

&

*

8

*

?

和
E

都是
%

的朋友#如果他们之间任意两个人也都是朋友"那么我们会得到
/

个彼此是朋友的组合#否

则/

&

"

8

"

?

"

E

0会是一个有
?

个彼此是敌人的集合#在第二种情况下"令/

&

"

8

"

?

"

E

"

:

"

H

0是

%

的敌人的集合#根据例
!!

"

&

*

8

*

?

*

E

*

:

*

H

中有
/

个彼此是敌人或者是朋友的组合"构成了

%

的
?

个敌人的集合#

!@"

这里需要证明两件事#如果我们有一个由
2

个人组成的集合"那么在他们中间我们必须找到或者是

一对朋友"或者是
2

个人中彼此都是敌人的子集#但是只存在一个
2D!

个人组成的集合"为此这是

不可能的#对于第一个陈述"如果有任意一对朋友"那么条件成立"如果不存在一对朋友"那么
2

个人的集合中每一对组合都是彼此为敌人"所以满足第二个条件#对于第二个陈述"如果我们有一

个
2D!

个人构成的集合"集合中任意两个人彼此都是敌人"那么既不会有一对朋友"也不会存在
2

个彼此都是敌人的子集#

!B"/

个缩写字母以及不同生日的组合共有
B?/+C!B

种可能"所以根据广义的鸽巢原理"至少有

1

/<444444

-

B?/+C!B

2

EB

个人拥有同样的
/

个缩写字母与生日#

!<"

因为
C4444!

.

+44444

"根据鸽巢原理可知"至少有
+

个巴黎人拥有同样数量的头发#广义鸽巢原理

保证至少有1

C4444!

-

+44444

2

E@

个巴黎人拥有同样数量的头发#

!C"!C

!="

由于有
B

台计算机"所以其中一台计算机被连接到其他计算机的数量可能为
4

!

@

#然而
4

和
@

不能

共同发生#即一台计算机如果没有连接其他任何一台计算机"那么不会存在一台计算机同时连接其

他所有
@

台计算机的情况)如果有一台计算机连接到了其他所有
@

台计算机时"那么不会存在一台

计算机没有连接任何计算机的情况#根据鸽巢原理"由于一台计算机连接到其他计算机的数量最多

只有
@

种可能"所以在这
B

台计算机中至少有两台计算机连接到其他计算机的数量相同#

+4"

对计算机做标记"从
8

!

到
8

!44

"对打印机做标记"从
5

!

到
5

+4

#如果我们把计算机
8

S

连接到打印

机
5

S

上"其中
SE!

"

+

","

+4

"然后将
8

+!

到
8

!44

分别连接到所有的打印机上"那么我们用了
+40

C4U+4E!B+4

根电缆#显然这是足够的"因为如果计算机
8

!

到
8

+4

需要用打印机"那么它们就可以

用有同样标签号的打印机"如果其他标签号比这
+4

台高的计算机需要用打印机"它们可以用目前没

有被使用的打印机"因为它们连接到了所有的打印机上#现在我们必须证明
!B!=

根电缆是不足够

的#因为
+4

部打印机与
!B!=

根电缆"平均每部打印机连接的计算机数是
!B!=

-

+4

"少于
C!

#因此一

部分打印机连接的计算机数量肯定是小于
C!

台#这就意味着它可能会连接了
C4

台或者更少的计算

机"所以有
+4

台计算机没有连接到它#如果这
+4

台计算机同时都需要使用打印机"那么它们将不

会全部得到满足"因为它们最多只连接到了其他的
!=

部打印机#

+!"

令
*

1

表示比赛完成的小时数#那么有
!

0

*

!

-

*

+

-

,

-

*

<@

0

!+@

#同样有
+@

0

*

!

0+?

-

*

+

0+?

-

,

-

*

<@

0

+?

0

!?=

#共有
!@4

个数"

*

!

","

*

<@

"

*

!

0+?

","

*

<@

0+?

#根据鸽巢原理"至少有
+

个数是相等

的#因为所有的
*

1

都是不同的"所有的
*

1

0+?

也是不同的"有
*

1

E*

3

0+?

%

1

.

3

!#因此"在第%

3

0

!

!到第
1

小时这段时间内"恰巧有
+?

场比赛#

++"

应用广义鸽巢原理"将
D

A

D

个物体
R

%

/

!%

/

2

A

!放置在
D

D

D

个箱子中"每个箱子对应
D

中的一个

元素#

+/"

令
P

3

为
3

4D]

%

3

4

!"

]

%

3

4

!表示接近
3

4

的整数%

!

0

3

0

2

!#每个
P

3

都是一个介于
D!

-

+

!

!

-

+

之间的

无理数#我们假设
2

是偶数#当
2

是奇数的情况比较散乱#考虑
2

个区间/

4

D

3

-

2

-

4

-

%

3

0!

!-

2

0"

/

4

D

D

%

3

0!

!-

2

-

4

-

D

3

-

2

0"其中
3

E4

"

!

","%

2

-

+

!

D!

#如果
P

3

属于区间/

4

D

4

-

4

-

!

-

2

0或者

'(

练 习 答 案
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区间/

4

D

D!

-

2

-

4

-

4

0"对于某些
3

"证明结束#如果不是"因为有
2D+

个区间与
2

个
P

3

"所以根

据鸽巢原理有一个区间/

4

D

%

SD!

!-

2

-

4

-

S

-

2

0包含
P

$

和
P

/

%

$

-

/

!#通过表明%

/D$

!

4

在
!

-

2

范围内

即可证明完毕#

+?"#

!假设
1

S

0

2

#然后根据广义鸽巢原理"至少有1%

2

+

0!

!-

2

2

E20!

个数字
1

!

"

1

+

","

1

2

+

0!

相等#

%

!如果
*

S

3

-

*

S

3

0!

"那么包含
*

S

3

的子序列被长度为
1

S0!

以
*

S

3

0!

开头的递增子序列跟随"这样与
1

S

3

E

1

S

3

0!

矛盾#所以
*

S

3

.

*

S

3

0!

'

!如果没有长度超过
2

的递增子序列"那么就符合
#

!和
%

!部分#因此"我们有
*

S

20!

.

*

S

2

.

,

.

*

S

+

.

*

S

!

"一个长度为
20!

的递减序列#

$"$

节

!"*,O

"

*O,

"

,*O

"

,O*

"

O*,

"

O,*

+"<+4

/"#

!

!+4

!!!!!

%

!

<+4

!!!!!

'

!

C

!!!!!

(

!

B<+4

!!!!!

)

!

?4/+4

!!!!

*

!

/B+CC44

?"!@!+4

@"!/+4

B"#

!

+!4 %

!

/CB '

!

C?C (

!

+@+

<"+

%

2

.!

+

C"B@<C4

="+

!44

D@4@!

!4"#

!

!4+? %

!

?@ '

!

!<B (

!

+@+

!!"#

!

!+4 %

!

+? '

!

!+4 (

!

+? )

!

B *

!

4

!+"B4=B/C?44

!/"#

!

=?!4=?44 %

!

=?!4=? '

!

/<B?/<B (

!

=4/?@4+? )

!

!!?4<+ *

!

+/+C

A

!

+? 8

!

<=<+<4?4 -

!

/<B?/<B

V

!

!4=??4

!?"#

!

!+B@4 %

!

/4/B44

!@"#

!

/<=+< %

!

!C=!@

!B"#

!

!++@+/4/4 %

!

<+=/4/<@ '

!

++/!?=B@@(

!

!44B+BB+@

!<"@?B44

!C"?@

!="=!+

+4"!!+/+444

+!"2

. -%

$

%

2D$

!.!

++"!/

+/"C</

$"%

节

!"4

?

0?4

/

@

0B4

+

@

+

0?4

@

/

0

@

?

+"4

B

0B4

@

@

0!@4

?

@

+

0+44

/

@

/

0!@4

+

@

?

0B4

@

@

0

@

B

/"!4!

?"D+

!4

!=

% !

=

ED=?@=@4<+

@"D+

!4!

/

==

+44

% !

==

B"

%

D!

!

%

+44DS

!-

/

!!

!44

%

+44DS

!-

% !

/

如果
S

9

+

%

TQ(/

!并且
D!44

0

S

0

+44

时)

4

如果
S

为其他值

<"!=/BC?!+B!+BC?/B=!

C"

所有正整数的和为
%!

2

S

"当
S

为从
4

!

2

时"是
+

2

"所以其中任何一个都不会比它们的和大#

((!
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="

%!

2

S

E

2

%

2D!

!%

2D+

!,%

2DS0!

!

S

%

SD!

!%

SD+

!,

+

0

2

$

2

,

2

+

$

+

,

+

E2

S

-

+

SD!

!4"

2

S

% !

D!

0

%!

2

S

E

2

.

%

SD!

!. %

2DS0!

!.

0

2

.

S

. %

2DS

!.

E

2

.

S

. %

2DS0!

!.

$ 1

S0

%

2DS0!

!2

E

%

20!

!.

S

. %

20!DS

!.

E

20!

% !

S

!!"#

!证明恒等式两边计数了从一个
2

元素集合中选
S

个元素"然后从这个子集中再选
!

个元素的

方法#对等式的左边"首先选择有
S

个元素的子集%共有
%!

2

S

种方法!"然后从这
S

个元素中选

择一个作为不同元素%共有
S

种方法!#对等式的右边"首先在整个
2

个元素的集合中选择一

个不同元素%共有
2

种方法!#然后从剩余的
2D!

个元素中选择剩余的
SD!

个待选元素%共有

2D!

S

% !

D!

种方法!#

%

!

S

%!

2

S

ES

$

%

2

.!.

S

. %

2DS

!.

E

2

$%

2D!

!.

%

SD!

!. %

2DS

!.

E2

2D!

S

% !

D!

!+"

20!

% !

S

E

%

20!

!.

S

. %

20!DS

!.

E

%

20!

!

S

$

2

.

%

SD!

!. 1

2D

%

SD!

!2.

E

%

20!

!

2

S

% !

D!

-

S

这个等式与
2

%!

4

Z

!

共同给出了归纳定义#

!/"

+2

2

% !

0!

0

+2

% !

2

E

+20!

2

% !

0!

E

!

+

+20!

2

% !

0!

0

+20!

2

% !

1 2

0!

E

!

+

+20!

2

% !

0!

0

+20!

% !

1 2

2

E

!

+

+20+

2

% !

0!

!?"#

!

20$0!

% !

$

统计了通过选择
4

的位置得到的
$

个
4

与
20!

个
!

的序列的方法数#假设第%

3

0!

!个项

是等于
!

的最后一个项"那么有
2

0

3

0

20$

#如果确定了最后一个
!

的位置"我们就可以决定所

有的
4

在最后一个
!

前面的
3

个空位中的摆放的位置#在这个范围内共有
2

个
!

与
3

D2

个
4

#根据

求和法则
<

2

^

$

3Z

2

3

3

[

% !

2

Z

<

$

S

Z

4

2

^

S

% !

S

有种方法#

%

!设
5

%

$

!是我们要证明的公式#第一步(有
2

%!

4

E

20!

% !

4

"即
!E!

#假设
5

%

$

!为真"那么有如下

等式(

<

$

^

!

S

Z

4

2

^

S

% !

S

Z

<

$

S

Z

4

2

^

S

% !

S

^

2

^

$

^

!

$

^

% !

!

Z

2

^

$

^

!

% !

$

^

2

^

$

^

!

$

^

% !

!

Z

2

^

$

^

+

$

^

% !

!

根据数学归纳法与帕斯卡定理得证#

!@"

我们可以首先选择出一个领导者"共有
2

种方法"然后再选择出委员会
1

"共有
+

2D!种方法#这样就

共有
%!

2

S

种方法选择出委员会与其领导者#同时"组建一个有
S

个人的委员会的方法共有种#如果我

们已经选择出了一个
S

个人的委员会"那么有
S

种方法来选择其领导者#这样就共有
<

2

S

Z

!

S

%!

2

S

种方

法来建立一个由
S

个人组成的委员会及其领导者#即
<

2

S

Z

!

S

%!

2

S

Z

2

$

+

2

[

!

#

!B"

假设集合中有
2

个元素#根据推论
+

我们得出(

2

%!

4

D

2

%!

!

0

2

%!

+

D

,

0

%

D!

!

2

%!

2

2

E4

#即
2

%!

4

0

2

%!

+

0

2

%!

?

0

,

E

2

%!

!

0

2

%!

/

0

2

%!

@

0

,#公式左边给出了偶数元素的集合"公式右边给出了奇数元

素的集合#

!<"#

!期望得到的路径类型是由向右移动
+

步"向上移动
2

步得到的#每一条这种类型的路径都可以由

一个
4

*

!

字符组成的长度为
+02

的位串表示"其中
4

代表向右移动"

!

代表向上移动#

-(
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%

!长度为
+02

的位串恰好包含
2

个
!

的数量为
+02

% !

2

E

+02

% !

+

"因为这样的一个位串是由
+

个
4

的位置或者是由
2

个
!

的位置来决定的#

!C"

根据练习
!<

"在练习
!<

中描述的
2

步路径的数量为
+

2

"位串的长度为
2

#另一方面"练习
!<

中一个

2

步路径必须以一个坐标和为
2

的点结束"即%

2DS

"

S

!"其中
S

为
4

!

2

中的一个数#根据练习
!<

"

这样以%

2DS

"

S

!结尾的路径数为
2DS0S

% !

S

E

%!

2

S

#这样就有
<

2

S

Z

4

%!

2

S

Z

+

2

#

!="

练习
!<

中描述的从点%

4

"

4

!到点%

20!

"

$

!的路径数为
20$0!

% !

$

#但是这样的路径要垂直移动
3

步"其中
!

0

3

0

$

#这样需要垂直移动
3

步的路径数量等于在练习
!<

中描述的从点%

!

"

3

!移动到点

%

20!

"

$

!的路径数#这与从点%

4

"

4

!到点%

2

"

$D

3

!的路径数是相等的"其数量在练习
//

中计算得

到为
2

^

$

[

3

$

[

% !

3

#由于
<

$

3Z

4

2

^

$

[

3

$

[

% !

3

Z

<

$

S

Z

4

2

^

S

% !

S

"得出
<

$

S

Z

!

2

^

S

% !

S

Z

2

^

$

^

!

% !

$

#

+4"#

!

20!

% !

+

!!!

%

!

20+

% !

/

!!!

'

!

+2D+

2

% !

D!

!!!

(

!

2D!

%

2D!

!-

% !

+

)

!帕斯卡三角中最大的奇数项出现在第
2

行
*

!

/2D/

2

% !

D!

$"&

节

!"+/?

+"+B

B

/"!+@

?"/@

@"#

!

!<!B

!!!!!!

%

!

@4/CC

!!!!!!

'

!

+B+=@<@

!!!!!!

(

!

//4

B"=

<"?@4?@4!

C"#

!

!4B+B %

!

!/B@ '

!

!!B?= (

!

!4B

="+@+4

!4"/4+<4+?44

!!"/44/

!+"<?C??44

!/"/4?=+

!?"8

%

@=

"

@4

!

!@"/@

!B"C/!B4

!<"B/

!C"!=B/@

!="+!4

+4"+<<+4

+!"@+

. -%

<

.

@

!<

.!

++"

近似为
B"@U!4

/+

+/"#

!

8

%

S02D!

"

2

!

%

!%

S02D!

!. -%

SD!

!.

+?"

有
8

%

2

"

2

!

!种方法来为第
!

个盒子选择
2

!

个物体#如果这些物体被选中"那么会有
8

%

2D2

!

"

2

+

!种

方法来为第
+

个盒子选择物体#同样"有
8

%

2D2

!

D2

+

"

2

/

!种方法来为第
/

个盒子选择物体#重复

这一计算直到有
8

%

2D2

!

D2

+

D

,

D2

SD!

"

2

S

!

E8

%

2

S

"

2

S

!

E!

种方法来为最后一个盒子选择物体%因

为
2

!

02

+

0

,

02

S

E2

!#根据乘积法则"所有的分配方法数为
8

%

2

"

2

!

!

8

%

2D2

!

"

2

+

!

8

%

2D2

!

D2

+

"

2

/

!,

8

%

2D2

!

D2

+

D

,

D2

SD!

"

2

S

!"等于
2

. -%

2

!

.

2

+

. ,

2

S

.!#

+@"#

!由于
4

!

0

4

+

0

,

0

4

$

"所以
4

!

04

-

4

+

0!

-

,

-

4

$

0$D!

#这个不等式是严格成立的"因为正如

.(!
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4

3

0

4

3

0!

"有
4

3

0

3

D!

-

4

3

0!

0

3

#由于有
!

0

4

3

0

20$D!

"所以这个序列由
D

中
$

个不同元素组

成的#

%

!假设
!

0

4

!

-

4

+

-

,

-

4

$

0

20$D!

#令
@S

E4

S

D

%

SD!

!#那么不难看出
@S

0

@S0!

"其中
SE!

"

+

","

$D!

"同时有
!

0

@S

0

2

"其中
SE!

"

+

",

$

#那么就会得出/

@!

"

@+

","

@2

0是一个
A

中

允许重复的
$

组合集合#

'

!根据
#

!与
%

!中所提到的"在
A

中允许重复的
$

组合与
D

中出现的
$

组合之间存在一种
!

对
!

的对

应关系"一个有
20$D!

个元素的集合#我们得出共有
8

%

20$D!

!在
A

中允许重复的
$

组合#

+B"B@

+<"B@

+C"+

+="/

/4"#

!

!@4 %

!

+@ '

!

B (

!

+

/!"=4<+4

/+"

展开式中项的形式是
4

2

!

!

4

2

+

+

,

4

2

+

+

"其中
2

!

02

+

0

,

02

+

E2

#这样的项是递增的"选择
4

!

时有
2

!

个因子"选择
4

+

时有
2

+

个因子"一直到
4

+

有
2

+

个因子#这样共有
8

%

2

)

2

!

"

2

+

","

2

+

!种方法"

展开式中的项的形式是
4

2

!

!

4

2

+

+

,

4

2

+

+

"其中
2

!

02

+

0

,

02

+

E2

#这一项是这样产生的(选择
2

!

个
4

!

作为因子"选择
2

+

个
4

+

作为因子"一直到选择
2

+

个
4

+

作为因子#这样共有
8

%

2

)

2

!

"

2

+

","

2

+

!

种方法"因为一次选择就是
2

!

个标号&

!

'"

2

+

个标号&

+

'",和
2

+

个标号&

+

'的排列#

//"+@+4

$"'

节

!"!?@/+

"

!@?/+

"

+!/?@

"

+/?@!

"

+/@!?

"

/!?@+

"

/!@?+

"

?/@+!

"

?@+!/

"

?@/+!

+"III!

"

III+

"

II6!

"

II6+

"

IIF!

"

IIF+

"

I6I!

"

I6I+

"

I66!

"

I66+

"

I6F!

"

I6F+

"

IFI!

"

IFI+

"

IF6!

"

IF6+

"

IFF!

"

IFF+

"

6II!

"

6II+

"

6I6!

"

6I6+

"

6IF!

"

6IF+

"

66I!

"

66I+

"

666!
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代表下一个更大的
$

组合的位串必须与代表原始组合的位串在位置
1

不同"因为位置
10!

","

$

被

可能最大的数占用#同样
*

1

0!

是可能最小的数"我们可以把它放在位置
1

处"如果我们想要得到一

个比原始数更大的数#那么
*

1

0+

","

*

1

0$D10!

是最小位置
10!

到位置
$

中允许的最小数#这样

我们就生成了下一个
$

组合#
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"
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"
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"
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C"

我们将通过证明它有一个倒转的映射来证明它是一个双射#给出一个小于
2

. 的正整数"令
*

!

"

*

+

","

*

2D!

是康特尔展式#将
2

放置在
2D*

2D!

处)然后很明显地得出
*

2D!

是小于
2

的整数"并且在

序列中跟随在
2

的后面#然后将
2D!

放在空位%

2D!

!

D*

2D+

"这里我们对这些空位进行编号
!

"

+

","

2D!

%排除掉存有
2

的位置!#重复操作直到
!

被放置在唯一的空位#因为我们能够建立一个倒

转序列"所以这是一个双射#

补充练习
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!
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!
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!!
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/"/

!44

@"+?B44

<"#

!

?4B4 %

!

+BCC '

!

+@44=B44

="#

!

!=+ %

!

/4! '

!

/44 (

!

/44

!!"B/=

!/"

最大的可能和是
+?4

"最小的可能和是
!@

#所以可能的和为
++B

"因为在一个有
!4

个元素的集合中

共有
+@+

个拥有
@

个元素的子集"由鸽巢原理"至少有两个有一样的和#

!@"#

!

@4 %

!

@4 '

!

!? (

!

!<

!<"

令
*

!

"

*

+

","

*

+

是整数"设
P

1

Z

<

1

3Z

!

*

3

#如果对于某些
1

有
P

1

9

4

%

TQ(2

!"那么我们便得出结论#

否则如果
P

!

+,-+

"

P

+

+,-+

","

P

+

+,-+

是
+

个在/

!

"

+

","

+D!

0中的整数"其值属于/

!

"

+

","

+D!

0"根据鸽巢原理"对于
!

0

S

-

T

0

+

有
P

S

EP

T

#那么
<

T

3Z

S

^

!

*

3

EP

T

DP

S

9

4

%

TQ(+

!#

!="

一个有理数
*

-

,

的十进制展开式可以通过
,

除
*

来获得"其中
*

要写成十进制小数的形式"小数点后

用多个
4

的长字符串表示#第一步是找到与商值相邻的下一个数字"即
$

-

,

"其中
$

是余数#当前的

余数是通过前一个数字除
,

的次数得到的余数来得到#实际上被除数只是减少
4

的个数#而且"只存

在
,

种可能的余数#因此"根据鸽巢原理"我们将会遇到与前面一样的情况#从这种观点来看"计

算模式必须与前面的情况一致#实际上就是商值会不断地重复#

+!"#

!

!+@=<4 %

!

+4 '

!

!?!!+4@+@ (

!

!?!!+4@4@ )

!

!<<!44 *

!

!?!4<C4+!

+/"#

!

!4 %

!

C '

!

<

+@"/

2

+<"8

%

20+

"

$0!

!

E8

%

20!

"

$0!

!

08

%

20!

"

$

!

E+8

%

20!

"

$0!

!

D8

%

20!

"

$0!

!

08

%

20!

"

$

!

E

+8

%

20!

"

$0!

!

D

%

8

%

2

"

$0!

!

08

%

2

"

$

!!

0

%

8

%

2

"

$

!

08

%

2

"

$D!

!!

E+8

%

20!

"

$0!

!

D8

%

2

"

$0

!

!

08

%

2

"

$D!

!

+="

将
4E!

与
@

E/

代入到二项式公式中#

/!"

等式的两边都是计算从集合/

!

"

+

","

2

0中选出的由
/

个不同的数/

1

"

3

"

S

0%

1

-

3

-

S

!

组成的子集的方法数#

//"8

%

20!

"

@

!

/@"/?=!CCC?44

/<"@

+?

/="#

!

?@ %

!

@< '

!

!+

?!"#

!

/CB %

!

@B

?/"4

"当
2

-

+

时)

8

%

2D!

"

2D+

!"当
2

/

+

时#

?@"#

!

!@B+@ %

!

+4+ '

!

+!4 (

!

!4

?<"#

!

/ %

!

!! '

!

B (

!

!4

?="

有
+

种可能(

/

个人坐在同一张桌子"每个人都是单独坐"有
+8

%

2

"

/

!种方式%选择三个人"然后分

两种情况布置!)或者分成两个组"每组中两个人坐同一张桌子"但不相邻"有
/8

%

2

"

?

!种方法%选

择
?

个人"然后从
/

种方式中选择一种进行组合!#这两种方法数无论是
+8

%

2

"

/

!

0/8

%

2

"

?

!还是

%

/2D!

!

8

%

2

"

/

!-

?

"都等于
2

?

-

CD@2

/

-

!+0/2

+

-

CD2

-

!+

#

@!"+2

个物体"

2

种类别"每种类别有
+

个物体"其排序数为%

+2

!.-

+

2

#因为这个结果肯定是一个整数"

所以分母肯定可以整除分子#
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(正整数"
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*

$

(不超过
2

的正整数"

*

!

*

+

,

*
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"
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*

!

*

+

,

*

$

是下一个词典序列的排序0

@<"

我们必须证明"如果在聚会上有
G

%

+

"

2D!

!

0G

%

+D!

"

2

!个人"那么其中至少有
+

个彼此是朋友

的人或者
2

个彼此是敌人的人#考虑其中的一个人"我们假设他叫杰瑞#那么有
G

%

+D!

"

2

!

0

G

%

+

"

2D!

!

D!

个其他人在聚会上"根据鸽巢原理"其中至少有
G

%

+D!

"

2

!个人是杰瑞的朋友"或

者
G

%

+

"

2D!

!个人是杰瑞的敌人#首先"我们假设有
G

%

+D!

"

2

!个人是杰瑞的朋友#根据
G

的定

义"在这些人中我们能保证找出
+D!

个彼此是朋友的人"或者
2

个彼此是敌人的人#在前一种情况

下"这
+D!

个彼此是朋友的人与杰瑞共同组成一个有
+

个彼此是朋友的人的集合)在后一种情况

下"我们得到期望有
2

个彼此是敌人的集合#另一种情况下也是类似的"假设有
G

%

+

"

2D!

!个杰瑞

的敌人#我们能保证找到
+

个互相为朋友的人"或者
2D!

个彼此为敌人的人#前一种情况"我们得

到期望的有
+

个彼此为朋友的人的集合"后一种情况下"这
2D!

个彼此为敌人的人与杰瑞共同组成

一个有
2

个彼此为敌人的人的集合#

第
%

章

%"!

节

!"

设
5

%

2

!是&

9

2

E+

2

D!

'#

基础步骤!

5

%

!

!为真"因为
9

!

E!

#

归纳步骤!假设
9

2

E+

2

D!

"那么因为
9

20!

E+9

2

0!

"所以可以得到
9

20!
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%

+

2

D!

!

0!E+
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#
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!

*
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2D@
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2

/

@
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!

*
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"

*
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"

*
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"

*
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/"=?=?
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!

*
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"对于
2

/
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!

*
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"

*

!
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!
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@"#

!

*
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E*

2D!
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2D+
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2D/

"对于
2

/
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!

*

4

E!

"

*

!
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"

*

+
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!
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B"#

!

*

2

E*

2D!

0*

2D+

"对于
2

/
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!

*

4
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"

*

!

E! '

!

/?

<"#

!

*

2

E+*

2D!

0+*

2D+

"对于
2

/
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!

*

4
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"

*

!
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!

??C

C"#

!

*

2

E+*

2D!

0*

2D+

"对于
2

/
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!

*

4
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"

*

!
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!
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!

*

2
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2D!

"对于
2

/
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!

*

!
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!

=B

!4"#

!

*

2

E*

2D!

0*

2D+

"对于
2

/

+ %

!

*
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"

*

!

E! '

!
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!

G

2

E20G
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G
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!

G

2
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%
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!
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2
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0

%

2

+
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+
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A

4
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!

A

2

E

%

2

/
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B
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2D+

%

!

*

4

E!

"

*

!

E/ '

!

!++?

!@"

很显然"对于
+

/

!

有
A

%

+

"

!

!

E!

#如果
+

/

2

"那么一个从
+

元素集合到
2

元素集合的非映上函数

可以由选择值域的大小和值域中的元素来确定#值域的大小是
!

!

2D!

之间的整数
S

"包含
!

和
2D

!

"而这个值域可以用
8

%

2

"

S

!种方式选取"并且选择一个到这个值域的映上函数可以有
A

%

+

"

S

!种

方式#因此存在
<

2

[

!

S

Z

!

8

%

2

"

S

!

A

%

+

"

S

!个非映上函数#但是总共存在
2

+ 个函数"所以
A

%

+

"

2

!

Z

2

+

[

<

2

[

!

S

Z

!

8

%

2

"

S

!

A

%

+

"

S
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!B"#

!

8

@

E8

4

8

?

08

!

8

/

08

+

8

+

08

/

8

!

08

?

8

4
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$
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$

@0+

$

+0@

$
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$
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!

8

%

!4

"

@
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%

!

!

E!

"

B

%

+

!

E!

"

B

%

/

!

E/

"

B
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?

!

E!

"

B

%

@

!

E/

"

B

%

B

!

E@

"

B

%

<

!

E<

"

B

%

C

!
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"

B

%

=

!

E/

"

B

%

!4

!

E@

"

B

%

!!

!
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"

B

%

!+

!

E=

"

B

%

!/

!

E!!

"

B

%

!?

!

E!/

"

B

%

!@

!

E!@

"

B

%

!B

!

E!

!C"

首先"假设人数是偶数"比如说是
+2

#在转了一圈并回到第一个人后"由于在偶数位置的人已经被

排除"所以恰好有
2

个人留下来并且现在在位置
1

的人就是初始在位置
+1D!

的人#因此"生还者

1初始在位置
B

%

+2

!2现在的位置是
B

%

2

!"这就是在位置
+B

%

2

!

D!

的人#所以"

B

%

+2

!

E+B

%

2

!

D!

#

类似地"当有奇数个人时"比如说
+20!

个人#在转了一圈以后排除第
!

个人"有
2

个人留下来并且

现在在位置
1

的人就是以前在位置
+10!

的人#因此"生还者将是现在占据位置
B

%

2

!的人"即初始在
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位置
+B

%

2

!

0!

的人#所以"

B

%

+20!

!

E+B

%

2

!

0!

#基础情形是
B

%

!

!

E!

#

!="</

"

=<<

"

/B!<

+4"

下面的
=

次移动求解了这个难题(从柱
!

到柱
+

移动盘
!

)从柱
!

到柱
/

移动盘
+

)从柱
+

到柱
/

移

动盘
!

)从柱
!

到柱
+

移动盘
/

)从柱
!

到柱
?

移动盘
?

)从柱
+

到柱
?

移动盘
/

)从柱
/

到柱
+

移动

盘
!

)从柱
/

到柱
?

移动盘
+

)从柱
+

到柱
?

移动盘
!

#要明白至少需要
=

次移动"首先注意不管有多

少根柱子至少需要移动
<

次(

/

次用来拿走盘子"

!

次用来移动最大的盘
?

"并且还要
/

次移动来放

好盘子#至少还需要
+

次另外的移动"因为要从柱
!

到柱
?

移动盘
?

"其他
/

个盘子一定在柱
+

和

柱
/

"所以至少需要
!

次移动来放好它们和
!

次移动来拿走它们#

+!"

基础情形是显然的#如果
2

.

!

"算法由
/

步构成#第
!

步"由归纳假设"使用
G

%

2DS

!次移动把最

小的
2DS

个盘子移到柱
+

#然后使用通常的
/

个柱子的汉诺塔算法"用
+SD!

次移动把剩下的盘子

%最大的
S

个盘子!移到柱
?

"移动时不使用柱
+

#然后再由归纳法"用
G

%

2DS

!次移动把最小的
2DS

个盘子移到柱
?

"对于这种移动"所有的柱子都可以用"因为最大的盘子在柱
?

"对移动没有妨碍#

这就建立了递推关系#

++"

首先注意
G

%

2

!

Z
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+
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%
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%
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+
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+
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H
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+
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#比较系数就得到所需要的恒等式#

+/"#

!

+)

4

!!!!!!

%

!

)

D4

!!!!

'

!

)

/4

!!!!!

(

!

4)

4

0)

4

+?"#

!

*

2

E

%

D!

!

2

%

!

*

2

E/

$

+

2

'

!

*

2

E/

2

D/

$

+2

(

!

*

2

E

%

D+

!

2

"

2

/

+

"

*

!

ED/

"

*

4

E+

)

!

*

2

E

%

D+

!

2

02

.

*

!

*

2

E

%

D/

!

2

02

. $

+

2

"

2

/

+

"

*

4

E!

"

*

!

ED+

A

!若
2

是奇数"

*

2

E4

)若
2

是偶数"

*

2

E2

. -%

2

-

+

!.

+@"#

!

*

2

EB*

2D!

0C

2D!

"

2

/

!

"

*

4

E!

#

%

!相关的线性齐次递推关系的通解是
*

%

Q

!

2

E

#

B

2

"特解是
*

%

!

!

2

E

!

+

$

C

2

#因此通解是
*

2

E

#

B

2

0

!

+

$

C

2

#使用初始条件得
#

E

!

+

"因此
*

2

E

%

B

2

0C

2

!-

+

#

'

!设
H

%

4

!

E

<

a

S

Z

4

*

S

4

S

#使用关于/

*

S

0的递推关系可以证明
H

%

4

!

DB4H

%

4

!

E

%

!D<4

!-%

!DC4

!"因此

H

%

4

!

E

%

!D<4

!-1%

!DB4

!%

!DC4

!2#由部分分式得
H

%

4

!

E

%

!

-

+

!-%

!DB4

!

0

%

!

-

+

!-%

!DC4

!#利用

表
!

得
*

2

E

%

B

2

0C

2

!-

+

#

+B"

!

!D4

$

!

!D4

+

$

!

!D4

/

,

+<"

%

!04

!%

!04

!

+

%

!04

!

/

,

+C"

因为%

!04

!%

!04

+

!%

!04

/

!,

E

!D4

+

!D4

$

!D4

?

!D4

+

$

!D4

B

!D4

/

,

E

!

!D4

$

!

!D4

/

$

!

!D4

@

,"所以结论正确#

+="#

!

H

V

%

!

!

Z

<

a

S

Z

4

!

%

V

Z

S

!

$

!

S

Z

<

a

S

Z

4

5

%

V

Z

S

!

Z

!

%

!

H

b

V

%

!

!

Z

(

(4

<

a

S

Z

4

!

%

V

Z

S

!

$

4

S

a

4

Z

!

Z

<

a

S

Z

4

!

%

V

Z

S

!

$

S

$

4

S

[

!

a

4

Z

!

(-!

练 习 答 案



Z

<

a

S

Z

4

!

%

V

Z

S

!

$

S

Z

E

%

V

!

'

!

H

g

V

%

!

!

Z

(

+

(4

+

<

a

S

Z

4

!

%

V

Z

S

!

$

4

S

a

4

Z

!

Z

<

a

S

Z

4

!

%

V

Z

S

!

$

S

%

S

[

!

!

$

4

S

[

+

a

4

Z

!

Z

<

a

S

Z

4

!

%

V

Z

S

!

$

%

S

+

[

S

!

Z

>

%

V

!

^

E

%

V

!

+

[

E

%

V

!#与
%

!组合就得到所需要的结果#

/4"#

!

H

%

4

!

E

!

+

-%

!D

"

4

!

+

%

!

>

%

4

!

E+

"

-

!

+

%"&

节

!"#

!

/4

!!!!

%

!

+=

!!!!

'

!

+?

!!!!

(

!

!C

+"!h

/"#

!

/44 %

!

!@4 '

!

!<@ (

!

!44

?"?=+

@"=<?

B"@@

<"+?C

C"@4!/C

="+/?

!4"

D

%

!

6

%

+

6

%

/

6

%

?

6

%

@

E

D

%

!

D

0

D

%

+

D

0

D

%

/

D

0

D

%

?

D

0

D

%

@

D

"

D

%

!

7

%

+

D

"

D

%

!

7

%

/

D

"

D

%

!

7

%

?

D

"

D

%

!

7

%

@

D

"

D

%

+

7

%

/

D

"

D

%

+

7

%

?

D

"

D

%

+

7

%

@

D

"

D

%

/

7

%

?

D

"

D

%

/

7

%

@

D

"

D

%

?

7

%

@

D

0

D

%

!

7

%

+

7

%

/

D

0

D

%

!

7

%

+

7

%

?

D

0

D

%

!

7

%

+

7

%

@

D

0

D

%

!

7

%

/

7

%

?

D

0

D

%

!

7

%

/

7

%

@

D

0

D

%

!

7

%

?

7

%

@

D

0

D

%

+

7

%

/

7

%

?

D

0

D

%

+

7

%

/

7

%

@

D

0

D

%

+

7

%

?

7

%

@

D

0

D

%

/

7

%

?

7

%

@

D

D

D

%

!

7

%

+

7

%

/

7

%

?

D

D

D

%

!

7

%

+

7

%

/

7

%

@

D

D

D

%

!

7

%

+

7

%

?

7

%

@

D

D

D

%

!

7

%

/

7

%

?

7

%

@

D

D

D

%

+

7

%

/

7

%

?

7

%

@

D

0

D

%

!

7

%

+

7

%

/

7

%

?

7

%

@

D

!!"

D

%

!

6

%

+

6

%

/

6

%

?

6

%

@

6

%

B

D

E

D

%

!

D

0

D

%

+

D

0

D

%

/

D

0

D

%

?

D

0

D

%

@

D

0

D

%

B

D

"

D

%

!

7

%

+

D

"

D

%

!

7

%

/

D

"

D

%

!

7

%

?

D

"

D

%

!

7

%

@

D

"

D

%

!

7

%

B

D

"

D

%

+

7

%

/

D

"

D

%

+

7

%

?

D

"

D

%

+

7

%

@

D

"

D

%

+

7

%

B

D

"

D

%

/

7

%

?

D

"

D

%

/

7

%

@

D

"

D

%

/

7

%

B

D

D

D

%

?

7

%

@

D

"

D

%

?

7

%

B

D

"

D

%

@

7

%

B

D

!+"

!

%

E

!

6

E

+

6

E

/

!

E

!

%

E

!

!

0

!

%

E

+

!

0

!

%

E

/

!

D

!

%

E

!

7

E

+

!

D

!

%

E

!

7

E

/

!

D

!

%

E

+

7

E

/

!

0

!

%

E

!

7

E

+

7

E

/

!

!/"?=<+

-

<!+=@

!?"

!

%

E

!

6

E

+

6

E

/

6

E

?

6

E

@

!

E

!

%

E

!

!

0

!

%

E

+

!

0

!

%

E

/

!

0

!

%

E

?

!

0

!

%

E

@

!

D

!

%

E

!

7

E

+

!

D

!

%

E

!

7

E

/

!

D

!

%

E

!

7

E

?

!

"

!

%

E

!

7

E

@

!

"

!

%

E

+

7

E

/

!

"

!

%

E

+

7

E

?

!

"

!

%

E

+

7

E

@

!

"

!

%

E

/

7

E

?

!

"

!

%

E

/

7

E

@

!

"

!

%

E

?

7

E

@

!

0

!

%

E

!

7

E

+

7

E

/

!

0

!

%

E

!

7

E

+

7

E

?

!

0

!

%

E

!

7

E

+

7

E

@

!

0

!

%
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E

/

7

E

?

!
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%

E

!

7
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/

7
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@

!
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!

%

E

!

7

E

?

7

E

@

!

0

!

%

E

+

7

E

/

7

E

?

!

0

!

%

E

+

7

E

/

7

E

@

!

0

!

%

E

+

7

E

?

7

E

@

!

0

!

%

E

/

7

E

?

7

E

@

!

!@"
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6

2

1

Z

!

E
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1

Z

<

!

0

1

0

2

!

%

E

1

!

[

<

!

0

1

-

3

0

2

!

%

E

1

7

E

3

!

^

<

!

0

1

-

3

-

S

0

2

!

%

E

1

7

E

3 7

E

S

!

[

,

^

%

[

!

!

2

^

!

!

7

2

1

Z

!

E

% !

1
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节
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@"@?4

B"+!44
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!

?

!44

-

!44

.

!!!

%

!

!44?

==

-

!44

.

!!!

'

!

8

%

!44

"

+

!-

!44
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!!!
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!
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!
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!44

.

="+!<4BC4

!4"

当
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!!"

%

%

2

!

Z

2

[

<

+

1

Z

!

2

!1

^

<

!

0

1

-

3

0

+

2

!1!

3

[

,

`

2

!!!+

,

!+

Z

2

F

+

1

Z

!

*

[

!

!

% !

1

!+"?

!/"

从
+

元素集合到
2

元素集合存在
2

+ 个函数"从
+

元素集合到
2

元素集合有
8

%

2

"

!

!%

2D!

!

+ 个函数

恰好缺少
!

个元素"

8

%

2

"

+

!%

2D+

!

+ 个函数恰好缺少
+

个元素"以此类推"有
8

%

2

"

2D!

!

!

+ 个函

数恰好缺少
2D!

个元素#因此由容斥原理"存在
2

+

D8

%

2

"

!

!%

2D!

!

+

08

%

2

"

+

!%

2D+

!

+

D

,

0

%

D!

!

2D!

8

%

2

"

2D!

!

!

+ 个映上的函数#

补充练习

!"#

!

%

2

E?%

2D!

!!!!!!!

%

!

%

!

E?4

!!!!!!!

'

!

%

2

E!4

$

?

2

/"#

!

;

2

E;

2D!

0!B4444 %

!

;

!

E!CB444 '

!

;

2

E!B444420+B444

(

!

D

2

ED

2D!

0!B444420+B444 )

!

D

2

EC44442

+

0!4B4442

@"#

!

*

2

E*

2D+

0*

2D/

%

!

*

!

E4

"

*

+

E!

"

*

/

E! '

!

*

!+

E!+

<"#

!

+ %

!

@ '

!

C

!!!!!!

(

!

!B

="*

2

E+

2

!!"*

2

E+0?2

-

/02

+

-

+02

/

-

B

!/"*

2

E*

2D+

0*

2D/

!@"#

!在给定条件下"在每个序列中"最长公共子序列都会在最后一项结束"所以
*

+

E,

2

EO

!

#而且"

在形成最长公共子序列最后一项后"剩下的
*

序列和
,

序列会形成一个最长公共子序列的新开始#

%

!如果
O

!

"

*

+

"那么最长公共子序列在
*

序列最后一项之前结束"因此
O

序列一定是包括
*

!

"

*

+

","

*

+D!

和
,

!

"

,

+

","

,

2

的最长公共子序列"

,

序列同理#

!<"

.

/,01-2/18QYPQ:

A

%

*

!

","

*

+

"

,

!

","

,

+

(序列!

3,/1cE!4,+

<

%

1

"

4

!

cE4

3,/

3

cE!4,2

<

%

Y

"

3

!

cE4

3,/1cE!4,+

3,/

3

cE!4,+

53*

1

E,

1

4617<

%

1

"

3

!

cE<

%

1D!

"

3

D!

!

0!

1891<

%

1

"

3

!

cET#̀

%

<

%

1

"

3

D!

!"

<

%

1D!

"

3

!!

/142/7<

%

+

"

2

!

!="

R

%

2

!

E

%

?2

+

D!

!-

/

+!"_

%

2

?

!

+/"_

%

2

!

+@"

仅使用两次比较"该算法能将搜索
+

的范围缩小到原序列上半区或者下半区#因为每次可以截断序

列一半的长度"所以总体只需要大约
+PQ

A+

2

次比较#

+<"#

!

!C20!C

!!!!

%

!

!C

!!!!

'

!

4

+="

#

%

*

2

,

2

!

E*

20!

,

20!

D*

2

,

2

E*

20!

%

,

20!

D,

2

!

0,

2

%

*

20!

D*

2

!

E*

20!

#

,

2

0,

2

#

*

2

/!"#

!设
H

%

4

!

Z

<

a

2

Z

4

*

2

4

2

#那么
Hb

%

4

!

Z

<

a

2

Z

!

2*

2

4

2

[

!

Z

<

a

2

Z

4

%

2

^

!

!

*

2

^

!

4

2

"因此"

Hb

%

4

!

[

H

%

4

!

Z

<

a

2

Z

4

1%

2

^

!

!

*

2

^

!

[

*

2

2

4

2

Z

<

2

Z

4

4

2

-

2

.

Z

)

4

"这正是题目要求的#可见
H

%

4

!

Z

*

4

Z

!

#

%

!我们有1

)

[

4

H

%

4

!2

b

Z

)

[

4

Hb

%

4

!

[

)

[

4

H

%

4

!

Z

)

[

4

1

Hb

%

4

!

[

H

%

4

!2

Z

)

[

4

)

4

Z

!

#因此"

)

[

4

H

%

4

!

Z

4

^

O

"

其中
O

是常数#从而"

H

%

4

!

Z

4)

4

^

O)

4

#由于
H

%

4

!

Z

!

"所以
O

Z

!

#

'

!我们有
H

%

4

!

Z

<

a

2

Z

4

%

4

2

^

!

-

2

.!

^

<

a

2

Z

4

%

4

2

-

2

.!

Z

<

a

2

Z

!

%

4

2

-%

2

[

!

!.!

^

<

a

2

Z

4

%

4

2

-

2

.!#因此"对于所有的

2

/

!

"

*

4

Z

!

"

*

2

Z

!

-%

2

[

!

!.

^

!

-

2
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!
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!!!

'

!

!++

!!!

(

!

!B<

!!!

)

!

!BC

?!"?

2D!

-%

2D!

!.

?/"!!

-

/+

第
&

章

&"!

节

!"#

!/%

4

"

4

!"%

!

"

!

!"%

+

"

+

!"%

/

"

/

!0

%

!/%

!

"

/

!"%

+

"

+

!"%

/

"

!

!"%

?

"

4

!0

'

!/%

!

"

4

!"%

+

"

4

!"%

+

"

!

!"%

/

"

4

!"%

/

"

!

!"%

/

"

+

!"%

?

"

4

!"%

?

"

!

!"%

?

"

+

!"%

?

"

/

!0

(

!/%

!

"

4

!"%

!

"

!

!"%

!

"

+

!"%

!

"

/

!"%

+

"

4

!"%

+

"

+

!"%

/

"

4

!"%

/

"

/

!"%

?

"

4

!0

)

!/%

4

"

!

!"%

!

"

4

!"%

!

"

!

!"%

!

"

+

!"%

!

"

/

!"%

+

"

!

!"%

+

"

/

!"%

/

"

!

!"%

/

"

+

!"%

?

"

!

!"%

?

"

/

!0

*

!/%

!

"

+

!"%

+

"

!

!"%

+

"

+

!0

+"#

!传递的
!!!!!!!

%

!自反的"对称的"传递的
!

'

!对称的
!!!!

(

!反对称的

)

!自反的"对称的"反对称的"传递的
*

!没有这些性质

/"#

!自反的"传递的
%

!对称的
'

!对称的
(

!对称的

?"#

!对称的
%

!对称的"传递的
'

!对称的
(

!自反的"对称的"传递的

)

!自反的"传递的
*

!自反的"对称的"传递的
A

!反对称的
8

!反对称的"传递的

@"

三个性质显然都是满足的

B"'

!"

(

!"

*

!

<"#

!不是反自反的
%

!不是反自反的
'

!不是反自反的
(

!不是反自反的

C"

是"例如在/

!

"

+

0上的关系/%

!

"

!

!0

="

%

*

"

,

!

2

G

当且仅当
*

比
,

高

!4"

,

*

,

,

1%

*

"

,

!

2

G

&

%

,

"

*

!

8

G

2

!!"+

+2

!+"#

!/%

*

"

,

!

D

,

整除
*

0

%

!/%

*

"

,

!

D

*

不整除
,

0

!/"

R

D!的图

!?"#

!/%

*

"

,

!

D

要求
*

读书
,

或者
*

已经读过书
,

0

%

!/%

*

"

,

!

D

要求
*

读书
,

并且
*

已经读过书
,

0

'

!/%

*

"

,

!

D

或者要求
*

读书
,

但是
*

还没有读过书
,

"或者不要求
*

读书
,

但是
*

已经读过书
,

0

(

!/%

*

"

,

!

D

要求
*

读书
,

但是
*

还没有读过书
,

0

)

!/%

*

"

,

!

D

不要求
*

读书
,

但是
*

已经读过书
,

0

!@"A

;

GE

/%

*

"

,

!

D

*

是
,

的父母且
,

有一个兄弟0

G

;

AE

/%

*

"

,

!

D

*

是
,

的叔伯或阿姨0

!B"#

!

G

+

%

!

G

B

'

!

G

/

(

!

G

/

)

!

1

*

!

G
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!

G

?

8

!

G

?
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!

G

!

%

!

G

+

'

!

G

/

(

!

G

+

)

!

G

/

*

!

G

+

A

!

G

+

8

!

G

+

!C",

在某个人指导下得到他博士学位"而这个人在
*

的指导下得到他博士学位)存在一个
20!

个人的

序列"从
*

开始到
,

结束"使得序列中每个人都是下一个人的导师#

!="#

!/%

*

"

,

!

D

*D,

9

4

"

/

"

?

"

B

"

C

或
=
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%
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,

!

D

*

9

,

%

TQ(!+
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'
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*

"

,

!

D

*D,

9

/

"

B

或
=

%

TQ(!+

!0

(

!/%

*

"

,

!

D

*D,

9

?

或
C

%

TQ(!+

!0
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)

!/%

*

"

,

!

D

*D,

9

/

"

?

"

B

"

C

或
=

%

TQ(!+

!0

+4"C

+!"#

!

B@@/B %

!

/+<BC

++"#

!

+

2

%

20!

!-

+

%

!

+

2

/

2

%

2D!

!-

+

'

!

/

2

%

2D!

!-

+

(

!

+

2

%

2D!

!

)

!

+

2

%

2D!

!-

+

*

!

+

2

+

D+

$

+

2

%

2D!

!

+/"

可能没有这样的
,

#

+?"

若
G

是对称的且%

*

"

,

!

2

G

"那么%

,

"

*

!

2

G

"因此%

*

"

,

!

2

G

D!

#从而有
G

3

G

D!

#类似地"有
G

D!

3

G

"于是
GEG

D!

#相反"若
GEG

D!且%

*

"

,

!

2

G

"那么%

*

"

,

!

2

G

D!

"从而%

,

"

*

!

2

G

"于是
G

是

对称的#

+@"G

是自反的"当且仅当对所有的
*

2

%

有%

*

"

*

!

2

G

"当且仅当对所有的
*

2

%

有%

*

"

*

!

2

G

D!

1因为

%

*

"

*

!

2

G

当且仅当%

*

"

*

!

2

G

D!

2"从而当且仅当
G

D!是自反的#

+B"

使用数学归纳法#对于
2E!

"结果显然为真#假设
G

2 是自反和传递的#由定理
!

"

G

20!

3

G

#为了

得到
G

3

G

20!

EG

2

;G

"令%

*

"

,

!

2

G

#由归纳假设"

G

2

EG

并且是自反的#于是%

,

"

,

!

2

G

2

"从而

%

*

"

,

!

2

G

20!

#

+<"

使用数学归纳法#

2E!

时"结果显然为真#假设
G

2 是自反的"那么对所有的
*

2

%

有%

*

"

*

!

2

G

2 且

%

*

"

*

!

2

G

#于是对所有的
*

2

%

有%

*

"

*

!

2

G

2

#

GEG

20!

#

+C"

不是"例如
GE

/%

!

"

+

!"%

+

"

!

!0#

&"#

节

!"

/%

!

"

+

"

/

!"%

!

"

+

"

?

!"%

!

"

/

"

?

!"%

+

"

/

"

?

!0

+"

%

J#(-;

"

!++

"

/?

"底特律"

4Cc!4

!"%

I'T)

"

++!

"

++

"丹佛"

4Cc!<

!"%

I'T)

"

!++

"

//

"安克雷

奇"

4Cc++

!"%

I'T)

"

/+/

"

/?

"檀香山"

4Cc/4

!"%

J#(-;

"

!==

"

!/

"底特律"

4Cc?<

!"%

I'T)

"

+++

"

++

"丹佛"

4=c!4

!"%

J#(-;

"

/++

"

/?

"底特律"

4=c??

!

/"

航空公司与航班号"航空公司与起飞时间

?"#

!是
!!!

%

!不是
!!!

'

!不是

@"#

!社会保险号

%

!没有两个人恰好有着同一个街道住址且有相同的名字

'

!没有两个有相同的名字的人住在一起

B"

%

J#(-;

"

!++

"

/?

"底特律"

4Cc!4

!"%

J#(-;

"

!==

"

!/

"底特律"

4Cc?<

!"%

J#(-;

"

/++

"

/?

"底特

律"

4=c??

!

<"

%

J#(-;

"

!++

"

/?

"底特律"

4Cc!4

!"%

J#(-;

"

!==

"

!/

"底特律"

4Cc?<

!"%

J#(-;

"

/++

"

/?

"底特

律"

4=c??

!"%

I'T)

"

++!

"

++

"丹佛"

4Cc!<

!"%

I'T)

"

+++

"

++

"丹佛"

4=c!4

!

C"5

/"@"B

="

航空公司 目的地 航空公司 目的地

J#(-;

底特律
I'T)

安克雷奇

I'T)

丹佛
I'T)

檀香山

!4"

供货商 零件号 项目 数量 颜色代码

+/ !4=+ ! + +

+/ !!4! / ! !

+/ =4?C ? !+ +

/! ?=<@ / B +

/! /?<< + +@ +

/+ B=C? ? !4 !

/+ =!=! + C4 ?

// !44! ! !? C

7-!

练 习 答 案



!!"

这个等式的两边选择了由满足
8

!

和
8

+

两个条件的那些
2

元组构成的子集#

!+"

这个等式的两边选择了在
G

中"在
A

中"并且满足条件
8

的那些
2

元组构成的子集#

!/"

这个等式的两边选择了在
G

或
A

中"由
2

元组的第
1

!

"第
1

+

","第
1

+

分量构成的
+

元组#

!?"

设
GE

/%

*

"

,

!0"

AE

/%

*

"

O

!0"

2E+

"

+E!

并且
1

!

E!

)

5

!

%

GDA

!

E

/%

*

!0"但是
5

!

%

G

!

D

5

!

%

A

!

E

1

#

!@"#

!

B

+

被
5

!

"

/

跟随着

%

!%

+/

"

!

!"%

+/

"

/

!"%

/!

"

/

!"%

/+

"

?

!

!B"

没有主键#

&"$

节

!"#

!

!!!

444

=

>

?

@

444

!!!!!

%

!

4!4

!!4

=

>

?

@

44!

!!!!!

'

!

!!!

4!!

=

>

?

@

44!

!!!!!

(

!

44!

444

=

>

?

@

!44

+"#

!%

!

"

!

!"%

!

"

/

!"%

+

"

+

!"%

/

"

!

!"%

/

"

/

!

%

!%

!

"

+

!"%

+

"

+

!"%

/

"

+

!

'

!%

!

"

!

!"%

!

"

+

!"%

!

"

/

!"%

+

"

!

!"%

+

"

/

!"%

/

"

!

!"%

/

"

+

!"%

/

"

/

!

/"G

是反自反的当且仅当关系矩阵主对角线上的元素全部是
4

#

?"#

!自反的*对称的*传递的

%

!反对称的*传递的

'

!对称的

@"#

!

?=@4 %

!

==44 '

!

== (

!

!44

!!!!!!

)

!

!

B"

把每个
4

变成
!

并且把每个
!

变成
4

#

<"#

!

4!!

!!4

=

>

?

@

!4!

%

!

!44

44!

=

>

?

@

4!4

'

!

!!!

!!!

=

>

?

@

!!!

C"#

!

44!

!!4

=

>

?

@

4!!

%

!

!!4

4!!

=

>

?

@

!!!

'

!

4!!

!!!

=

>

?

@

!!!

="2

+

DS

!4"

/%

*

"

,

!"%

*

"

O

!"%

,

"

O

!"%

O

"

,

!0

!!"

%

*

"

O

!"%

,

"

*

!"%

O

"

P

!"%

P

"

,

!

!+"

/%

*

"

*

!"%

*

"

,

!"%

*

"

O

!"%

,

"

*

!"%

,

"

,

!"%

,

"

O

!"%

O

"

*

!"%

O

"

,

!"%

P

"

P

!0

!/"

关系是非对称的"当且仅当有向图没有自环"也没有长度为
+

的封闭路径#

!?"

练习
+/

(反自反的#练习
+?

(自反的*反对称的*传递的#练习
+@

(反自反的*反对称的#

!@"

把
G

的有向图的每条边的方向倒转#

!B"

用数学归纳法证明#

基础步骤!

2E!

是平凡的#

归纳步骤!假设对
S

为真#因为
G

S0!

EG

S

;G

"它的矩阵是
)

G

A

)

G

S

"由归纳假设就是
)

G

A

)

G

1

S

2

E

)

G

1

S0!

2

#

&"%

节

!"#

!/%

4

"

4

!"%

4

"

!

!"%

!

"

!

!"%

!

"

+

!"%

+

"

4

!"%

+

"

+

!"%

/

"

4

!"%

/

"

/

!0

%

!/%

4

"

!

!"%

4

"

+

!"%

4

"

/

!"%

!

"

4

!"%

!

"

!

!"%

!

"

+

!"%

+

"

4

!"%

+

"

!

!"%

+

"

+

!"%

/

"

4

!0

+"

/%

*

"

,

!

D

*

整除
,

或
,

整除
*

0

/"

F-

练 习 答 案
!



?"

@"#

!

%

!

'

!

B"#

!

%

!

'

!

<"G

的对称闭包是
G

6

G

D!

#

)

G

6

G

D!

E)

G

%

)

G

D!

E)

G

%

)

$

G

#

C"

仅当
G

是反自反关系时"它就是它自己的闭包#

="#

!/%

!

"

!

!"%

!

"

@

!"%

+

"

/

!"%

/

"

!

!"%

/

"

+

!"%

/

"

/

!"%

/

"

?

!"%

?

"

!

!"%

?

"

@

!"%

@

"

/

!"

%

@

"

?

!0

%

!/%

!

"

!

!"%

!

"

+

!"%

!

"

/

!"%

!

"

?

!"%

+

"

!

!"%

+

"

@

!"%

/

"

!

!"%

/

"

/

!"%

/

"

?

!"%

/

"

@

!"%

?

"

!

!"%

?

"

+

!"%

?

"

/

!"%

?

"

?

!"%

@

"

!

!"%

@

"

/

!"%

@

"

@

!0

'

!/%

!

"

!

!%

!

"

/

!"%

!

"

?

!"%

!

"

@

!"%

+

"

!

!"%

+

"

+

!"%

+

"

/

!"%

+

"

?

!"%

/

"

!

!"%

/

"

+

!"%

/

"

/

!"

%

/

"

?

!"%

/

"

@

!"%

?

"

!

!"%

?

"

/

!"%

?

"

?

!"%

?

"

@

!"%

@

"

!

!"%

@

"

+

!"%

@

"

/

!"%

@

"

?

!"

%

@

"

@

!0

(

!/%

!

"

!

!"%

!

"

+

!"%

!

"

/

!"%

!

"

?

!"%

!

"

@

!"%

+

"

!

!"%

+

"

/

!"%

+

"

?

!"%

+

"

@

!"%

/

"

!

!"%

/

"

+

!"%

/

"

/

!"%

/

"

?

!"%

/

"

@

!"%

?

"

!

!"%

?

"

+

!"%

?

"

/

!"%

?

"

?

!"%

?

"

@

!"%

@

"

!

!"%

@

"

+

!"%

@

"

/

!"%

@

"

?

!"%

@

"

@

!0

)

!/%

!

"

!

!"%

!

"

+

!"%

!

"

/

!"%

!

"

?

!"%

!

"

@

!"%

+

"

!

!"%

+

"

+

!"%

+

"

/

!"%

+

"

?

!"%

+

"

@

!"%

/

"

!

!"%

/

"

+

!"%

/

"

/

!"%

/

"

?

!"%

/

"

@

!"%

?

"

!

!"%

?

"

+

!"%

?

"

/

!"%

?

"

?

!"%

?

"

@

!"%

@

"

!

!"%

@

"

+

!"%

@

"

/

!"%

@

"

?

!"%

@

"

@

!0

*

!/%

!

"

!

!"%

!

"

+

!"%

!

"

/

!"%

!

"

?

!"%

!

"

@

!"%

+

"

!

!"%

+

"

+

!"%

+

"

/

!"%

+

"

?

!"%

+

"

@

!"%

/

"

!

!"%

/

"

+

!"%

/

"

/

!"%

/

"

?

!"%

/

"

@

!"%

?

"

!

!"%

?

"

+

!"%

?

"

/

!"%

?

"

?

!"%

?

"

@

!"%

@

"

!

!"%

@

"

+

!"%

@

"

/

!"%

@

"

?

0"%

@

"

@

!0

!4"#

!如果有学生
O

"使得
*

和
O

在同一个班"那么
O

和
,

也在同一个班#

%

!如果有两个学生
O

和
P

"使得
*

和
O

在同一个班"且
O

和
P

在同一个班"那么
P

和
,

也在同一个班#

'

!如果存在学生序列
/

4

/

!

"

/

2

%

2

/

!

!"使得
/

4

E*

"

/

2

E,

"且对于每个
1

Z

!

"

+

","

2

"

/

1

/

1

[

!

在一个班#

!!"

从 %

G

)

!

[

!

Z

6

a

2

Z

!

G

% !

2

[

!

Z

6

a

2

Z

!

%

G

2

!

[

!

Z

6

a

2

Z

!

G

2

Z

G

) 题得证#

!+"#

!

! ! ! !

! ! ! !

! ! ! !

=

>

?

@

! ! ! !

!!

%

!

4 4 4 4

! 4 ! !

! 4 ! !

=

>

?

@

! 4 ! !

!!!

'

!

4 ! ! !

4 4 ! !

4 4 4 !

=

>

?

@

4 4 4 4

!!

(

!

! ! ! !

! ! ! !

! ! ! !

=

>

?

@

! ! ! !

!/"

答案与练习
!+

一样#

!?"#

!/%

!

"

!

!"%

!

"

+

!"%

!

"

?

!"%

+

"

+

!"%

/

"

/

!"%

?

"

!

!"%

?

"

+

!"%

?

"

?

!0

%

!/%

!

"

!

!"%

!

"

+

!"%

!

"

?

!"%

+

"

!

!"%

+

"

+

!"%

+

"

?

!"%

/

"

/

!"%

?

"

!

!"%

?

"

+

!"%

?

"

?

!0

'

!/%

!

"

!

!"%

!

"

+

!"%

!

"

?

!"%

+

"

!

!"%

+

"

+

!"%

+

"

?

!"%

/

"

/

!"%

?

"

!

!"%

?

"

+

!"%

?

"

?

!0

!@"

算法
!

(

_

%

2

/"C

!)算法
+

(

_

%

2

/

!#

!B"

初始令
%

(

E)

G

%

(

2

且只对
1cE+

到
2D!

循环#

I-!

练 习 答 案



!<"#

!因为
G

是自反的"所以每个包含它的关系也一定是自反的#

%

!/%

4

"

4

!"%

4

"

!

!"%

4

"

+

!"%

!

"

!

!"%

+

"

+

!0和/%

4

"

4

!"%

4

"

!

!"%

!

"

4

!"%

!

"

!

!"%

+

"

+

!0都包

含
G

且都有奇数个元素"但是其中的每一个都不是另一个的子集#

&"&

节

!"#

!等价关系
!!!!

%

!不是自反的"也不是传递的
!!!

'

!等价关系
!!!

(

!不是传递的
)

!不是对称的"也不是传递的

+"#

!等价关系
%

!不是传递的
'

!不是自反的"不是对称的"也不是传递的

(

!等价关系
)

!不是自反的"也不是传递的

/"

有多种答案#

%

!

!若两座建筑物在同一年落成"则两者是等价的)等价类由某个给定年份落成的建筑物的集合构成

%这一年至少有一座建筑物落成!#

%

+

!若两座建筑物具有相同楼层"则两者是等价的)等价类分别是一层建筑物的集合"两层建筑物的

集合等%层数为
2

的等价类中至少含有一个
2

层建筑物!#

%

/

!有一个类的每个建筑物等价于有一个类的每个建筑物%包括自身!"没有一个类的每个建筑物等价

于没有一个类的每个建筑物%包括自身!#存在两个等价类(有类的建筑物集合和没有类的建筑物

集合%假设它们非空!#

?"

语句&

!

等价于
"

'意味着
!

和
"

在真值表中有相同的值#

G

自反的"因为
!

与
!

有相同的真值表#

G

是对称的"因为如果
!

和
"

有相同的真值表"那么
"

和
!

有相同的真值表#如果
!

和
"

在它们的真值

表中有相同的值"并且
"

和
$

在它们的真值表中有相同的值"那么
!

和
$

在它们的真值表中有相同的

值"因此"

G

是传递的#

D

的等价类是所有永真式的集合"

:

的等价类是所有矛盾式的集合#

@"#

!因为
R

%

4

!

E

R

%

4

!"所以%

4

"

4

!

2

G

#因此
G

是自反的#%

4

"

@

!

2

G

当且仅当
R

%

4

!

E

R

%

@

!"当且仅

当
R

%

@

!

E

R

%

4

!"当且仅当%

@

"

4

!

2

G

#因此
G

是对称的#如果%

4

"

@

!

2

G

且%

@

"

J

!

2

G

"那么
R

%

4

!

E

R

%

@

!且
R

%

@

!

E

R

%

J

!"因此
R

%

4

!

E

R

%

J

!#于是%

4

"

J

!

2

G

"这就证明
G

是传递的#

%

!对于
R

的值域中的
,

"得到
R

D!

%

,

!集合#

B"

设
4

是长度至少为
/

的串"由于
4

与自己在前
/

位相同"所以%

4

"

4

!

2

G

"因此
G

是自反的#假设

%

4

"

@

!

2

G

"那么
4

与
@

在前
/

位相同"因此
@

与
4

也在前
/

位相同"于是%

@

"

4

!

2

G

#如果%

4

"

@

!

和%

@

"

J

!在
G

中"那么
4

和
@

在前
/

位相同"

@

和
J

也在前
/

位相同#因此
4

和
J

在前
/

位相同#从

而%

4

"

J

!

2

G

#于是
G

是传递的#

<"

由练习
@

得出"函数
R

是将一个长度至少为
/

的位串转换成由该串的第
!

位和第
/

位构成的序偶#

C"

因为
*0,E,0*

"所以%%

*

"

,

!"%

*

"

,

!!

2

G

"因此
G

是自反的#若%%

*

"

,

!"%

O

"

P

!!

2

G

"则
*0

PE,0O

"于是
O0,EP0*

"则%%

O

"

P

!"%

*

"

,

!!

2

G

"因此
G

是对称的#若%%

*

"

,

!"%

O

"

P

!!

2

G

和

%%

O

"

P

!"%

)

"

R

!!

2

G

"则
*0PE,0O

且
O0)EP0

R

"于是
*0P0O0)E,0O0P0

R

"可得
*0)E,

0

R

"即%%

*

"

,

!"%

)

"

R

!!

2

G

"因此
G

是传递的#用代数表述解法更为简单"已知条件可表示为
R

%%

*

"

,

!!

E

R

%%

O

"

P

!!"其中
R

%%

4

"

@

!!

E4D

@

"则由练习
@

可得出"

G

是个等价关系#

="#

!由练习
@

得出#其中从%

(

到
(

的!可微分函数集合到%

(

到
(

的!函数集合的函数
R

是微分运算#

%

!对某个常数
8

"形为
#

%

4

!

E4

+

^

8

的所有函数的集合#

!4"#

!由练习
@

得出#其中
R

是从所有
fH]

的集合到所有
M)%

页集合的函数"

R

对每个
fH]

的赋值是

关于这个
fH]

的
M)%

页#

!!"

不是

!+"

不是

!/"G

是自反的"因为位串
/

和它自己有相同数量的
!

#

G

是对称的"因为
/

和
U

有相同数量的
!

推出
U

和

/

也有相同数量的
!

#

G

是传递的"因为如果
/

与
U

有相同数量的
!

"

U

与
N

有相同数量的
!

"那么
/

与

N

也有相同数量的
!

#

!?"

所有恰好具有
+

个
!

的位串的集合

!@"#

!1

+

2

@

E

/

1

D

1

9

+

%

TQ(@

!0

E

/,"

DC

"

D/

"

+

"

<

"

!+

",0

%

!1

/

2

@

E

/

1

D

1

9

/

%

TQ(@

!0

E

/,"

D<

"

D+

"

/

"

C

"

!/

",0

'

!1

B

2

@

E

/

1

D

1

9

B

%

TQ(@

!0

E

/,"

D=

"

D?

"

!

"

B

"

!!!

",0

K.
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(

!1

D/

2

@

E

/

1

D

1

9

D/

%

TQ(@

!0

E

/,"

DC

"

D/

"

+

"

<

"

!+

",0

!B"

/

B20S

D

2

2

'

0"

S

2

/

4

"

!

"

+

"

/

"

?

"

@

0

!<"#

!1%

!

"

+

!2

E

/%

*

"

,

!

D

*D,ED!

0

E

/%

!

"

+

!"%

/

"

?

!"%

?

"

@

!"%

@

"

B

!",0

%

!每个等价类可以理解为一个整数%正"负或
4

!"特别地1%

*

"

,

!2可以理解为
*D,

#

!C"#

!不是
!!!!!!

%

!是
!!!!!!!

'

!是
!!!!!!!!!

(

!不是

!="

%

#

!"%

'

!"%

)

!

+4"

%

%

!"%

(

!"%

)

!

+!"#

!/%

4

"

4

!"%

!

"

!

!"%

!

"

+

!"%

+

"

!

0"%

+

"

+

!"%

/

"

/

!"%

/

"

?

!"%

/

"

@

!"%

?

"

/

!"%

?

"

?

!"%

?

"

@

!"%

@

"

/

!"%

@

"

?

!"%

@

"

@

!0

%

!/%

4

"

4

!"%

4

"

!

!"%

!

"

4

!"%

!

"

!

!"%

+

"

+

!"%

+

"

/

!"%

/

"

+

!"%

/

"

/

!"%

?

"

?

!"%

?

"

@

!"%

@

"

?

!"%

@

"

@

!0

'

!/%

4

"

4

!"%

4

"

!

!"%

4

"

+

!"%

!

"

4

!"%

!

"

!

!"%

!

"

+

!"%

+

"

4

!"%

+

"

!

!"%

+

"

+

0"%

/

"

/

!"%

/

"

?

!"%

/

"

@

!"%

?

"

/

!"%

?

"

?

!"%

?

"

@

!"%

@

"

/

!"%

@

"

?

!"%

@

"

@

!0

(

!/%

4

"

4

!"%

!

"

!

!"%

+

"

+

!"%

/

"

/

!"%

?

"

?

!"%

@

"

@

!0

++"

1

4

2

B

3

1

4

2

/

"1

!

2

B

3

1

!

2

/

"1

+

2

B

3

1

+

2

/

"1

/

2

B

3

1

4

2

/

"1

?

2

B

3

1

!

2

/

"1

@

2

B

3

1

+

2

/

+/"

设
%

是在第一个划分中的集合#取
%

中一个特定元素
4

#所有
!B

位长且与
4

在后
C

位相同的位串的

集合是在第二个划分中的一个集合#显然"

%

中的每个串都在这个集合里#

+?"

我们知道(等价类 1

V

2

G

/!

是等价类 1

V

2

G

C

的子集#为了证明这条结论"任取元素
@

2

1

V

2

G

/!

"则
@

与
G

/!

中的
4

等价"所以"或者
@

E4

"或者
@

和
4

都至少含有
/!

个字符且它们的前
/!

个字符相同#

因此"至少含有
/!

个字符且前
/!

个字符相同的字符串"它们至少含有
C

个字符且前
C

个字符也相

同#于是"或者
@

E4

"或者
@

和
4

都至少含有
C

个字符且它们的前
C

个字符相同#也就是说"则
@

与
G

C

中的
4

等价"因此
@

2

1

V

2

G

C

#

+@"

/%

*

"

*

!"%

*

"

,

!"%

*

"

O

!"%

,

"

*

!"%

,

"

,

!"%

,

"

O

!"%

O

"

*

!"%

O

"

,

!"%

O

"

O

!"%

P

"

P

!"%

P

"

)

!"

%

)

"

P

!"%

)

"

)

!0

+B"#

!

' %

/

!

20

!

+

D

2

2

0

'

+<"#

!

G

是自反的"因为任何涂色方案通过旋转
/B4

度可以从自身得到#每个旋转是两个翻转的合成"相

反"两个翻转的合成也是一个旋转#由这个事实可以说明
G

是对称和传递的#%

8

!

"

8

+

!属于
G

当

且仅当
8

+

可以通过翻转的合成由
8

!

得到#如果%

8

!

"

8

+

!属于
G

"那么由于翻转合成的逆也是翻

转的合成%按照相反的次序!"%

8

+

"

8

!

!也属于
G

#于是
G

是对称的#假设%

8

!

"

8

+

!和%

8

+

"

8

/

!都

属于
G

"取每种情况下翻转的合成得到的仍是翻转的合成"因此%

8

!

"

8

/

!属于
G

"

G

是传递的#

%

!我们用长度为
?

的序列表示涂色"

$

和
,

分别代表红和蓝#我们按照左上方格*右上方格*左下方

格*右下方格的次序列出表示颜色的字母#等价类是(/

$$$$

0"/

,,,,

0"/

$$$,

"

$$,$

"

$,$$

"

,$$$

0"

/

,,,$

"

,,$,

"

,$,,

"

$,,,

0"/

$,,$

"

,$$,

0"/

$$,,

"

,$,$

"

,,$$

"

$,$,

0#

+C"@

+="

是

/4"G

/!"

首先构成
G

的自反闭包"然后构成这个自反闭包的对称闭包"最后构成自反闭包的对称闭包的传递

闭包#

&"'

节

!"#

!是偏序
%

!不是反对称的"不是传递的
'

!是偏序

(

!是偏序
)

!不是反对称的"不是传递的

+"#

!不是
%

!不是
'

!是

/"#

!是
%

!不是
'

!是
(

!不是

?"#

!不是
%

!是
'

!不是

@"

不是

B"

是

L.!

练 习 答 案



<"#

!/%

4

"

4

!"%

!

"

4

!"%

!

"

!

!"%

+

"

4

!"%

+

"

!

!"%

+

"

+

!0

%

!%

'

"

0

!

'

!%

5

%

'

!"

3

!

(

!%

'

^

"&是倍数'!

C"#

!例如"/

4

0和/

!

0

%

!例如"

?

和
B

="#

!%

!

"

!

"

+

!

-

%

!

"

+

"

!

!

%

!%

4

"

!

"

+

"

/

!

-

%

4

"

!

"

/

"

+

!

'

!%

4

"

!

"

!

"

!

"

4

!

-

%

!

"

4

"

!

"

4

"

!

!

!4"4

-

444!

-

44!

-

4!

-

4!4

-

4!4!

-

4!!

-

!!

!!"

!+"#

!

!

%

!

!!

'

!

!!!

(

!

!/"

%

*

"

,

!"%

*

"

O

!"%

*

"

P

!"%

,

"

O

!"%

,

"

P

!"%

*

"

*

!"%

,

"

,

!"%

O

"

O

!"%

P

"

P

!

!?"

%

*

"

*

!"%

*

"

#

!"%

*

"

P

!"%

*

"

)

!"%

*

"

R

!"%

,

"

,

!"%

,

"

#

!"%

,

"

P

!"%

,

"

)

!"%

,

"

R

!"%

O

"

O

!"

%

O

"

#

!"%

O

"

P

!"%

O

"

)

!"%

O

"

R

!"%

#

"

P

!"%

#

"

)

!"%

#

"

R

!"%

#

"

#

!"%

P

"

P

!"%

)

"

)

!"%

R

"

R

!

!@"

%

1

"/

*

0!"%

1

"/

,

0!"%

1

"/

O

0!"%/

*

0"/

*

"

,

0!"%/

*

0"/

*

"

O

0!"%/

,

0"/

*

"

,

0!"%/

,

0"/

,

"

O

0!"%/

O

0"/

*

"

O

0!"%/

O

0"/

,

"

O

0!"%/

*

"

,

0"/

*

"

,

"

O

0!"%/

*

"

O

0"/

*

"

,

"

O

0!"%/

,

"

O

0"/

*

"

,

"

O

0!

!B"

设%

A

"

G

!是有穷偏序集#我们将证明这个偏序集是它的覆盖关系的自反传递闭包#假设%

*

"

,

!属于

覆盖关系的自反传递闭包#那么
*E,

或
*

H

,

"因此
*

G

,

)或者存在一个序列
*

!

"

*

+

","

*

2

使得

*

!

H

*

+

H

,

H

*

2

H

,

"在这种情况下"由
G

的传递性"也有
*

G

,

#反之"假设
*

H

,

"如果
*E,

"那么

%

*

"

,

!属于覆盖关系的自反传递闭包#如果
*

H

,

并且不存在
J

使得
*

H

J

H

,

"那么%

*

"

,

!属于覆盖关

系并且因此属于它的自反传递闭包#否则"设
*

!

H

*

+

H

,

H

*

2

H

,

是这种形式的最长的序列%由于偏

序集是有穷的"所以存在这样的序列!"那么中间不会有其他元素插入"因此每个对%

*

"

*

!

!"

%

*

!

"

*

+

!","%

*

2

"

,

!属于覆盖关系"从而%

*

"

,

!也属于它的自反传递闭包#

!<"#

!

+?

"

?@ %

!

/

"

@ '

!不存在
(

!不存在

)

!

!@

"

?@ *

!

!@

A

!

!@

"

@

"

/ 8

!

!@

!C"#

!/

!

"

+

0"/

!

"

/

"

?

0"/

+

"

/

"

?

0

%

!/

!

0"/

+

0"/

?

0

'

!不存在
(

!不存在
)

!/

+

"

?

0"/

+

"

/

"

?

0

*

!/

+

"

?

0

A

!/

/

"

?

0"/

?

0

8

!/

/

"

?

0

!="

因为%

*

"

,

!

G

%

*

"

,

!"所以
G

是自反的#如果%

*

!

"

*

+

!

G

%

,

!

"

,

+

!并且%

*

!

"

*

+

!

"

%

,

!

"

,

+

!"那么或者

'.
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*

!

H

,

!

"或者
*

!

E,

!

并且
*

+

H

,

+

#在两种情况下"%

,

!

"

,

+

!都不小于等于%

*

!

"

*

+

!#因此
G

是反对称

的#假设%

*

!

"

*

+

!

H

%

,

!

"

,

+

!

H

%

O

!

"

O

+

!#那么如果
*

!

H

,

!

或
,

!

H

O

!

"我们有
*

!

H

O

!

"所以

%

*

!

"

*

+

!

H

%

O

!

"

O

+

!#但是如果
*

!

E,

!

EO

!

"那么
*

+

H

,

+

H

O

+

"这也推出%

*

!

"

*

+

!

H

%

O

!

"

O

+

!"于是
G

是传递的#

+4"

因为%

/

"

U

!

G

%

/

"

U

!"所以
G

是自反的#如果%

/

"

U

!

G

%

N

"

X

!并且%

N

"

X

!

G

%

/

"

U

!"那么
/

G

N

G

/

且
U

G

X

G

U

)从而
/EN

且
UEX

#因此
G

是反对称的#假设%

/

"

U

!

G

%

N

"

X

!

G

%

M

"

4

!"那么
/

G

N

"

U

G

X

"

N

G

M

"

X

G

4

"从而有
/

G

M

和
U

G

4

"因此%

/

"

U

!

G

%

M

"

4

!#于是
G

是传递的#

+!"#

!假设
4

是极大元素并且
@

是最大元素"那么
4

G

@

#因为
4

不小于
@

"从而
4E

@

#由练习
?4#

!"

@

是唯一的#因此
4

也是唯一的#

%

!假设
4

是极小元素并且
@

是最小元素"那么
4

I

@

#由于
4

不大于
@

"从而
4E

@

#由练习
?4%

!"

@

是唯一的#因此
4

也是唯一的#

++"#

!是
!

%

!不是
!

'

!是

+/"

使用数学归纳法#设
5

%

2

!是&格的每个
2

元子集有最小上界和最大下界'#

基础步骤!

5

%

!

!为真"因为/

4

0的最小上界和最大下界都是
4

#

归纳步骤!假设
5

%

S

!为真#令
A

是
20!

元素集合#设
4

2

A

并且
AbEAD

/

4

0#因为
Ab

有
S

个元素"

所以由归纳假设有最小上界
@

和最大下界
*

#由于这是一个格"所以存在元素
JEPW%

%

4

"

@

!和
,E

A

P%

%

4

"

*

!#如果我们可以证明
J

是
A

的最小上界和
,

是
A

的最大下界"那么命题得证#为证明
J

是

A

的最小上界"首先注意如果
M

2

A

"那么
ME4

或
M

2

Ab

#如果
ME4

"因为
J

是
4

和
@

的最小上

界"所以有
M

G

J

#如果
M

2

Ab

"由于
@

是
Ab

的最小上界"所以
M

G

@

"且由于
JEPW%

%

4

"

@

!"所以

有
@

G

J

"因此
M

G

J

#为证明
J

是
A

的最小上界"假设
N

是
A

的一个上界"那么元素
N

一定是
4

和
@

的一个上界"但是由于
JEPW%

%

4

"

@

!"所以有
J

G

N

#类似的论述可以证明
,

是
A

的最大下界#

+?"#

!不允许
%

!允许

'

!%私有的"/猎豹"美洲狮0!"%受限制的"/猎豹"美洲狮0!"%注册的"/猎豹"美洲狮0!"%私有的"

/猎豹"美洲狮"黑斑羚0!"%受限制的"/猎豹"美洲狮"黑斑羚0!"%注册的"/猎豹"美洲狮"黑

斑羚0!

(

!%非私有的"/黑斑羚"美洲狮0!"%私有的"/黑斑羚"美洲狮0!"%受限制的"/黑斑羚"美洲

狮0!"%非私有的"/黑斑羚0!"%私有的"/黑斑羚0!"%受限制的"/黑斑羚0!"%非私有的"/美

洲狮0!"%私有的"/美洲狮0!"%受限制的"/美洲狮0!"%非私有的"

1

!"%私有的"

1

!"%受限

制的"

1

!

+@"

设
$

是集合
A

的所有划分的集合"如果划分
5

!

是
5

+

的加细"即如果
5

!

中的每个集合都是
5

+

中某

个集合的子集"则
5

!

G

5

+

#首先我们证明%

$

"

G

!是偏序集#由于对每个划分
5

有
5

G

5

"所以
G

是

自反的#现在假设
5

!

G

5

+

并且
5

+

G

5

!

"令
D

2

5

!

"因为
5

!

G

5

+

"所以存在集合
Db

2

5

+

使得
D

3

Db

)又因为
5

+

G

5

!

"所以存在集合
Dg

2

5

!

使得
Db

3

Dg

"从而
D

3

Dg

#但是因为
5

!

是划分"所以由

DEDg

和
D

3

Db

3

Dg

推出
DEDb

"于是
D

2

5

+

#反之"通过交换
5

!

与
5

+

同样得出
5

+

的每个子集也

在
5

!

中#因此
5

!

E5

+

并且
G

是反对称的#下面假设
5

!

G

5

+

并且
5

+

G

5

/

#设
D

2

5

!

"那么存在集

合
Db

2

5

+

使得
D

3

Db

#由于
5

+

G

5

/

"所以存在集合
Dg

2

5

/

使得
Db

3

Dg

"从而有
D

3

Dg

"因此

5

!

G

5

/

#即
G

是传递的#划分
5

!

和
5

+

的最大下界是划分
5

"

5

的子集都是形如
D

!

7

D

+

的非空集

合"其中
D

!

2

5

!

且
D

+

2

5

+

#关于这个结论的理由不再赘述#划分
5

!

与
5

+

的最小上界是对应于下

述等价关系的划分#

4

2

A

关系到
@

2

A

"如果对某个非负整数
2

存在序列
4E4

4

"

4

!

"

4

+

","

4

2

E

@

"使得对从
!

!

2

的每个
1

"

4

1D!

和
4

1

在
5

!

或者在
5

+

的同一个元素中#我们不再详细证明这是一个

等价关系"也不再证明它就是两个划分的最小上界#

+B"

由练习
+/

"对整个有穷格存在最小上界和最大下界#根据定义"这些元素分别是最大元素和最小

元素#

+<"'

0

U'

0子集的最小元素是具有最小的横坐标的对"并且如果存在多个这样的对"那么它就是这些对

中具有最小的纵坐标的对#

+C"

如果
4

是这个偏序集元素的一个递减序列中的整数"那么在这个序列中至多
D

4

D

个元素可能跟随着

4

"即绝对值为
D

4

D

D!

"

D

4

D

D+

","

!

"

4

的整数#因此不可能存在无穷递减序列#这不是一

个全序集"例如
@

和
D@

是不可比的#

(.!

练 习 答 案



+="

为找出两个有理数中哪一个更大"把它们写成具有相同正分母的分数并且比较它们的分子#为证明

这个集合是稠密的"假设
4

-

@

是两个有理数#那么它们的平均值"即%

40

@

!-

+

是一个在它们之间

的有理数#

/4"

设%

A

"

G

!是偏序集"只需证明
A

的每个非空子集包含一个最小元素"当且仅当在
A

中不存在元素的

无限递减序列
*

!

"

*

+

"

*

/

",%即对所有的
1

"

*

10!

H

*

1

!#一个元素的无限递减序列显然没有最小元

素#反之"设
%

是
A

的一个没有最小元素的非空子集#由于
%

非空"所以选择
*

!

2

%

#因为
*

!

不是

%

的最小元素"所以选择
*

+

2

%

且
*

+

H

*

!

#因为
*

+

不是
%

的最小元素"所以选择
*

/

2

%

且
*

/

H

*

+

#

按这种方法继续进行下去"产生一个
A

中的无限递减序列#

/!"!

H

@

H

+

H

?

H

!+

H

+4

"

!

H

+

H

@

H

?

H

!+

H

+4

"

!

H

+

H

?

H

@

H

!+

H

+4

"

!

H

+

H

?

H

!+

H

@

H

+4

"

!

H

@

H

+

H

?

H

+4

H

!+

"

!

H

+

H

@

H

?

H

+4

H

!+

"

!

H

+

H

?

H

@

H

+4

H

!+

/+"%

H

8

H

E

H

&

H

?

H

:

H

H

"

%

H

E

H

8

H

&

H

?

H

:

H

H

"

8

H

%

H

E

H

&

H

?

H

:

H

H

"

8

H

E

H

%

H

&

H

?

H

:

H

H

"

E

H

%

H

8

H

&

H

?

H

:

H

H

"

E

H

8

H

%

H

&

H

?

H

:

H

H

"

%

H

8

H

&

H

E

H

?

H

:

H

H

"

8

H

%

H

&

H

E

H

?

H

:

H

H

"

%

H

8

H

&

H

?

H

E

H

:

H

H

"

8

H

%

H

&

H

?

H

E

H

:

H

H

"

%

H

8

H

E

H

&

H

:

H

?

H

H

"

%

H

E

H

8

H

&

H

:

H

?

H

H

"

8

H

%

H

E

H

&

H

:

H

?

H

H

"

8

H

E

H

%

H

&

H

:

H

?

H

H

"

E

H

%

H

8

H

&

H

:

H

?

H

H

"

E

H

8

H

%

H

&

H

:

H

?

H

H

"

%

H

8

H

&

H

E

H

:

H

?

H

H

"

8

H

%

H

&

H

E

H

:

H

?

H

H

//"

确定用户需求
H

写出功能需求
H

设置测试点
H

开发系统需求
H

写文档
H

开发模块
%

H

开发模块
&

H

开

发模块
8

H

模块集成
H#

测试
H

$

测试
H

完成

补充练习

!"#

!反自反的%这里不包含空串!"对称的

%

!反自反的"对称的

'

!反自反的"反对称的"传递的

/"

因为
*0,E*0,

"%%

*

"

,

!"%

*

"

,

!!

2

G

"所以
G

是自反的#如果%%

*

"

,

!"%

O

"

P

!!

2

G

"那么
*0P

E,0O

"因此
O0,EP0*

#从而%%

O

"

P

!"%

*

"

,

!!

2

G

"于是
G

是对称的#假设%%

*

"

,

!"%

O

"

P

!!和

%%

O

"

P

!"%

)

"

R

!!属于
G

"那么
*0PE,0O

且
O0

R

EP0)

#把这两个等式相加"然后从两边减去
O0

P

得到
*0

R

E,0)

#从而%%

*

"

,

!"%

)

"

R

!!属于
G

"于是
G

是传递的#

@"

假设%

*

"

,

!

2

G

#因为%

,

"

,

!

2

G

"所以有%

*

"

,

!

2

G

+

#

<"

是"是

="

是"是

!!"

在投影中具有相同关键字的两个记录在原来的关系中有相同的关键字#

!/"

%

#6

G

!

D!

E

#

D!

6

G

D!

E

#6

G

D!

!@"#

!

GE

/%

*

"

,

!"%

*

"

O

!0#

G

的对称闭包的传递闭包是/%

*

"

*

!"%

*

"

,

!"%

*

"

O

!"%

,

"

*

!"%

,

"

,

!"

%

,

"

O

!"%

O

"

*

!"%

O

"

,

!"%

O

"

O

!0"它与
G

的传递闭包的对称闭包是不同的"后者是/%

*

"

,

!"%

*

"

O

!"%

,

"

*

!"%

O

"

*

!0#

%

!假设%

*

"

,

!属于
G

的传递闭包的对称闭包#必须证明%

*

"

,

!属于
G

的对称闭包的传递闭包#我们

知道%

*

"

,

!和%

,

"

*

!中至少有一个属于
G

的传递闭包"因此在
G

中存在一条从
*

到
,

的或从
,

到
*

的路径%或者两条都有!#在前面的情况下"在
G

的对称闭包中存在一条从
*

到
,

的路径#在后面

的情况下"我们可以通过把从
,

到
*

路径中的所有的边改变方向向回走"在
G

的对称闭包中构造

一条从
*

到
,

的路径#因此%

*

"

,

!属于
G

的对称闭包的传递闭包#

-.

练 习 答 案
!



!<"

由于
G

3

A

"所以
A

的关于性质
<

的闭包是包含
G

的具有性质
<

的关系#因此
A

的关于性质
<

的闭包

包含了
G

关于性质
<

的闭包#

!="

使用沃舍尔%

M#;R8)PP

!算法的基本思想"不同的只是令
M

1

S

2

1

3

等于使用下标不超过
S

的内部顶点从
N

1

到

N

3

的最长路径的长度"并且如果没有这种路径"则令
M

1

S

2

1

3

等于
D!

#为了从
M

SD!

的元素找到
M

1

S

2

1

3

"对于

每个%

1

"

3

!对确定是否存在不使用序标大于
S

的顶点从
X

1

到
X

S

的路径和从
X

S

到
X

3

的路径#如果

M

1

SD!

2

1S

或
M

1

SD!

2

S

3

是
D!

"那么这对路径不存在"因此置
M

1

S

2

1

3

EM

1

SD!

2

1

3

#如果这对路径存在"那么存在两

种可能#如果
M

1

SD!

2

SS

.

4

"那么存在任意长的从
X

1

到
X

3

的路径"因此置
M

1

S

2

1

3

E

a

#如果
M

1

SD!

2

SS

E4

"

置
M

1

SD!

2

1

3

ET#̀

%

M

1

SD!

2

1

3

"

M

1

SD!

2

1S

0M

1

SD!

2

S

3

!%初始取
*

4

E)

G

!#

+!"+@

+/"

因为
%

1

7

&

3

是
%

1

和
&

3

的子集"所以这些子集的集合是每个给定划分的加细#我们必须证明这是一

个划分#根据构造"每个这样的集合是非空的#下面说明这些集合的并就是
A

#假设
/

2

A

"因为
5

!

和
5

+

是
A

的划分"所以存在集合
%

1

和
&

3

使得
/

2

%

1

且
/

2

&

3

"从而
/

2

%

1

7

&

3

#因此这些集合的并

就是
A

#为说明它们是两两不相交的"只要注意除非
1E1b

和
3

E

3

b

"否则%

%

1

7

&

3

!

7

%

%

1b

7

&

3

b

!

E

%

%

1

7

%

1b

!

7

%

%

3

7

%

3

b

!

E

1

#

+@"

子集关系是任何集合族上的偏序"因为它是自反的*反对称的*传递的#这里的集合族是
(

%

A

!#

+<"

找菜谱
H

买海鲜
H

买杂货
H

洗海贝
H

切姜蒜
H

洗鱼
H

蒸饭
H

切鱼
H

洗蔬菜
H

切水栗子
H

配菜
H

烹

调
H

摆放餐具
H

上菜

+="#

!具有多个元素的唯一的反链是/

O

"

P

0#

%

!具有多个元素的反链只有/

,

"

O

0"/

O

"

)

0和/

P

"

)

0#

'

!具有多个元素的反链只有/

*

"

,

0"/

*

"

O

0"/

,

"

O

0"/

*

"

,

"

O

0"/

P

"

)

0"/

P

"

R

0"/

)

"

R

0"

/

P

"

)

"

R

0#

/!"

设%

A

"

G

!是有穷偏序集"且
%

是一条极大链#因为%

%

"

G

!也是一个偏序集"所以它一定有极小元

素
+

#假设
+

不是
A

中的极小元素"那么存在
A

中的元素
*

使得
*

H

+

#但是"这就使得集合
%

6

/

*

0变成比
%

更大的链#为此我们需要证明
*

与
%

中每一个元素都可比#因为
+

与
%

中每个元素都

可比"并且
+

是极小元素"所以当
4

属于
%

且
4

"

+

时有
+

H

4

#由于
*

H

+

且
+

H

4

"所以由传递

性"对于
%

中的每个元素
4

"有
*

H

4

#

//"

令
*G,

表示
*

是
,

的后代#由练习
/+

"如果不存在
20!

个人的集合使得其中每个人都不是其他人的

后代%一条反链!"那么
S

0

2

#因此这个集合可以被划分成
S

0

2

条链#根据鸽巢原理"这些链中至少

有一条链包含至少
+0!

个人#

/@"

我们通过反证法证明"如果
A

没有无限递减序列"且
,

4

%%

,

@

%

@

H

4

&

5

%

@

!!!

&

5

%

4

!!"那么
5

%

4

!

对所有的
4

2

A

为真#如果
5

%

4

!为真不是对所有的
4

2

A

成立"设
4

!

是一个使得
5

%

4

!

!不为真的
A

的元素#那么根据已知的提示"一定是
,

@

%

@

H

4

!

&

5

%

@

!!不为真#这意味着存在某个
4

+

%

4

+

H

4

!

!使

得
5

%

4

+

!不为真#再次使用这个提示"我们得到
4

/

H

4

+

使得
5

%

4

/

!不为真"以此类推#这与偏序集

的良基性相矛盾#因此
5

%

4

!对所有的
4

2

A

为真#

/<"

假设
G

是拟序#因为
G

是自反的"所以如果
*

2

%

"那么有%

*

"

*

!

2

G

"从而有%

*

"

*

!

2

G

D!

#因此
*

2

G

7

G

D!

#于是
G

7

G

D!是自反的#对任何关系
G

"

G

7

G

D!是对称的"因为对任何关系
G

"如果

%

*

"

,

!

2

G

"那么有%

,

"

*

!

2

G

D!

)反之也对#为证明
G

7

G

D!是传递的"假设%

*

"

,

!

2

G

7

G

D!并且

%

,

"

O

!

2

G

7

G

D!

#因为
G

是传递的"所以由%

*

"

,

!

2

G

和%

,

"

O

!

2

G

推出%

*

"

O

!

2

G

#类似地"由

%

*

"

,

!

2

G

D!和%

,

"

O

!

2

G

D!

"就有%

,

"

*

!

2

G

和%

O

"

,

!

2

G

"因此%

O

"

*

!

2

G

"从而%

*

"

O

!

2

G

D!

#于

是%

*

"

O

!

2

G

7

G

D!

#从而证明了
G

7

G

D!是等价关系#

/="#

!因为
A

P%

%

4

"

@

!

E

A

P%

%

@

"

4

!和
PW%

%

4

"

@

!

EPW%

%

@

"

4

!"所以有
4

#

@

E

@

#

4

和
4

%

@

E

@

%

4

#

%

!使用定义"%

4

#

@

!

#

J

是
4

*

@

与
J

的下界"且大于每一个其他的下界#因为
4

*

@

和
J

是可互换

的"所以
4

#

%

@

#

J

!是同一元素#类似地"%

4

%

@

!

%

J

是
4

*

@

与
J

的上界并且小于每一个其他的

上界#因为
4

*

@

和
J

是可互换的"所以
4

%

%

@

%

J

!也是同一元素#

'

!为证明
4

#

%

4

%

@

!

E4

"只需证明
4

是
4

与
4

%

@

的最大下界#注意
4

是
4

的下界"根据定义
4

%

@

大于
4

"

4

也是它的下界#所以
4

是
4

与
4

%

@

的下界#但是
4

的任何下界必须小于或等于
4

"因

此
4

是最大的下界#第二个公式是第一个公式的对偶式"证明省略#

..!

练 习 答 案



(

!

4

是自己与自己的下界"也是自己与自己的上界"并且也是其中的最大下界"最小上界#

?!"#

!因为
!

是大于或等于
!

的唯一元素"所以它也是
!

的唯一上界"因此也是
4

和
!

最小上界的唯一可

能的值#

%

!因为
4

G

!

"所以
4

是
4

和
!

的下界并且没有其他的下界可能大于
4

"因此
4

#

!E4

#

'

!因为
4

G

4

"所以
4

是
4

和
4

的上界并且没有其他的上界可能小于
4

"因此
4

%

4E4

#

(

!因为
4

是小于或等于
4

的唯一元素"所以它也是
4

的唯一下界"因此也是
4

和
4

最大下界的唯一可

能的值#

?/"<E

%

A

"

3

!"其中
AE

/

1

"/

!

0"/

+

0"/

/

0"/

!

"

+

0"/

+

"

/

0"/

!

"

+

"

/

00

?@"

是

?<"

子集
V

3

A

的补是它的补集
ADV

#为证明这一点"因为
V

6

%

ADV

!

EA

和
V

7

%

ADV

!

E

1

"所以

V

%

%

ADV

!

E!

且
V

#

%

ADV

!

E4

#

?="

考虑用直角坐标网格表示矩阵元素#数值从上到下"内部是从左向右#偏序是%

*

"

,

!

G

%

O

"

P

!

如果
*

0

O

且
,

0

P

#注意%

!

"

!

!是这个关系的最小元素#第
!

章中解释
F8QT

_

法则与这里导言

所陈述的法则是一致的#但是现在对于所有的
*

和
,

"其中
!

0

*

0

+

"

!

0

,

0

2

"我们可以把点

%

*

"

,

!视为自然数
!

*D!

"

,D!

#这就将直角坐标网格中的点视为这道练习中的集合
A

"并且刚刚所

描述的偏序
!

与划分关系相同"因为
!

*D!

"

,D!

D

!

OD!

"

PD!当且仅当左边
!

的指数不超过右边
!

的

指数"

"

的情况类似#

第
'

章

'"!

节

!"#

!

%

!

'

!

(

!

)

!

+"

简单图

/"

伪图

?"

有向图

@"

有向多重图

B"

如果
NGX

"那么存在与/

N

"

X

0相关联的边#但是/

N

"

X

0

E

/

X

"

N

0"那么这条边与/

X

"

N

0相关联"因此

有
XGN

#因此由定义可知"

G

是对称关系#一个简单图不允许有环"因此
NGN

不成立"所以由定义可

知"

G

是非自反关系#

<"

0.
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C"

!!!!

="

!!!!

!4"

!!"

找出在
+

月份的电话呼叫图中有但在
!

月份的电话呼叫图中却没有的电话号码"也找出在
!

月份有但

在
+

月份却没有的号码#对于每个找出的号码"利用呼叫图中的边"列出每个号码的呼叫号码表或

被叫号码表#检查这些表"找出在与
!

月份停机的号码具有类似呼叫模式的
+

月份的新号码#

!+"

利用图模型"用电子邮件地址作为顶点"从发送地址到接收地址连一条边#对于每个电子邮件地址"

可以建立其发送地址和接收地址表#如果两个电子邮件地址具有几乎相同的模式"就可以得出结论

这些地址可能属于同一个人"而该人最近改变了他的电子邮件地址#

!/"

令
>

是参加聚会的人的集合"令
E

是
>U>

中满足
N

知道
X

的名字的有序对%

N

"

X

!的集合"图中的

边是有向的"但不允许有多重边#字面上看"在顶点处有环"但是为简单"这个模型可以忽略环#

!?"

用点代表课程)边是有向的)边
NX

表示课程
N

是课程
X

的先修课程)没有先修课程的课程是入度为

4

的点)不是任何一门课程的先修课程的课程是出度为
4

的点#

!@"

令顶点集合为人的集合"如果两个人结过婚"则把两个顶点用边连起来#忽略掉同性婚姻"这个图

就具有这样的性质"即有两种类型的顶点%男人和女人!"每条边都连接相反类型的顶点#

!B"

!<"

用顶点表示组里的人#对每对顶点来说"都在图里放置一条有向边#对从表示
%

的顶点到表示
&

的

顶点的边来说"若
%

喜欢
&

"则用
0

%加!号标记"若
%

不喜欢
&

"则用
D

%减!号标记"若
%

对
&

持

中立态度"则用
4

标记#

'"#

节

!"XEB

)

)EB

)

()

A

%

*

!

E+

"

()

A

%

,

!

E?

"

()

A

%

O

!

E!

"

()

A

%

P

!

E4

"

()

A

%

)

!

E+

"

()

A

%

R

!

E/

)

O

是悬挂点)

P

是孤立点#

+"XE=

)

)E!+

)

()

A

%

*

!

E/

"

()

A

%

,

!

E+

"

()

A

%

O

!

E?

"

()

A

%

P

!

E4

"

()

A

%

)

!

EB

"

()

A

%

R

!

E4

)

()

A

%

#

!

E?

)

()

A

%

Q

!

E+

)

()

A

%

1

!

E/

)

P

和
R

都是孤立点#

/"

否"因为顶点的度之和不可能是奇数#

?"XE?

)

)E<

)

()

A

D

%

*

!

E/

"

()

A

D

%

,

!

E!

"

()

A

D

%

O

!

E+

"

()

A

%

P

!

E!

"

()

A

0

%

*

!

E!

"

()

A

0

%

,

!

E+

"

()

A

0

%

O

!

E!

"

()

A

0

%

P

!

E/

#

@"@

个顶点"

!/

条边)

()

A

D

%

*

!

EB

"

()

A

0

%

*

!

E!

"

()

A

D

%

,

!

E!

"

()

A

0

%

,

!

E@

"

()

A

D

%

O

!

E+

"

()

A

0

%

O

!

E

@

"

()

A

D

%

P

!

E?

"

()

A

0

%

P

!

E+

"

()

A

D

%

)

!

E4

"

()

A

0

%

)

!

E4

#

B"

7.!
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<"

具有的合作者人数)从来没有合作过的某个人)只有一个合作者的某个人#

C"

在有向图中"

()

A

D

%

X

!

EX

收到的呼叫次数"

()

A

0

%

X

!

EX

发出的呼叫次数)在无向图中
()

A

%

X

!

E

是
X

发出或收到的呼叫次数#

="

%

()

A

0

%

X

!"

()

A

D

%

X

!!是
X

的胜负记录#

!4"

偶图

!!"

非偶图

!+"

非偶图

!/"#

!分为/

Q

"

/

"

2

"

M

0和/

5

"

6

"

G

"

A

0"

EE

//

5

"

2

0"/

5

"

M

0"/

6

"

/

0"/

6

"

2

0"/

G

"

2

0"/

G

"

M

0"/

A

"

Q

0"/

A

"

/

00

%

!存在

'

!/

5M

"

6/

"

G2

"

AQ

0在其他中

!?"

只有
6#;;

[

愿意娶
fT#

和
K-#

#

!@"

用无向偶图建模"如果男女互相愿意娶嫁"则他们之间存在一条边#通过霍尔理论"足以证明对于

每一个女人集合"愿意娶她们的男人集合
]

%

A

!的基数至少是
D

A

D

#令
+

表示
A

和
]

%

A

!之间的

边数#由于
A

中的每一个顶点的度都为
S

"所以满足
+ES

D

A

D

#因为这些边伴随着
]

%

A

!产

生"所以
D

]

%

A

!

D/D

A

D

#

!B"#

!%/

*

"

,

"

O

"

R

0"//

*

"

,

0"/

*

"

R

0"/

,

"

O

0"/

,

"

R

00!

%

!%/

*

"

4

"

O

"

R

0"//

*

"

4

0"/

O

"

4

0"/

)

"

4

00!

!<"#

!

2

个顶点"

2

%

2D!

!-

+

条边

%

!

2

个顶点"

2

条边

'

!

20!

个顶点"

+2

条边

(

!

+02

个顶点"

+2

条边

)

!

+

2 个顶点"

2+

2D!条边

!C"#

!

/

"

/

"

/

"

/

%

!

+

"

+

"

+

"

+

'

!

?

"

/

"

/

"

/

"

/

(

!

/

"

/

"

+

"

+

"

+

)

!

/

"

/

"

/

"

/

"

/

"

/

"

/

"

/

!="2

个顶点中每个都与另外
2D!

个顶点中的每个相邻"因此度序列是
2D!

"

2D!

","

2D!

%

2

项!#

+4"<

!!

+!"#

!是
!!

%

!否
!!

'

!否
!!!

(

!否

)

!是
!!

*

!否#

++"

首先假设
P

!

"

P

+

","

P

2

是成图序列#我们必须证明如果项为
P

+

D!

"

P

/

D!

","

P

P

!

0!

D!

"

P

P

!

0+

"

P

P

!

0/

","

P

2

的序列可以按非递增顺序排列"那么这个序列是成图序列#已经证明"如果原

序列是成图序列"那么存在具有这个度序列的成图序列"其中度
P

!

的顶点与度
P

+

"

P

/

","

P

P

!

0!

的顶点相邻#从图中去掉有最高度%

P

!

!的顶点"得到的图就具有所要求的度序列#反之"假设
P

!

"

P

+

","

P

2

是非递增序列"满足只要序列
P

+

D!

"

P

/

D!

","

P

P

!

0!

D!

"

P

P

!

0+

"

P

P

!

0/

","

P

2

按

非递增顺序排列"它就是成图序列#考虑后者为度序列的图"其中对于
+

0

1

0

P

!

0!

"顶点
X

1

的度为

F.
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P

1

D!

"对于
P

!

0+

0

1

0

2

"顶点
X

1

的度为
P

1

#连接一个新顶点%记作
X

!

!"并且从
X

!

向
X

+

"

X

/

","

X

P

!

0!

中的每个顶点连一条边"所得到的图的度序列就是
P

!

"

P

+

","

P

2

#

+/"

令
P

!

"

P

+

","

P

2

是和为偶数的非递增非负整数序列#构造图如下(取顶点
X

!

"

X

+

","

X

2

"在顶

点
X

1

处有
P

1

-

+

个环"其中
1E!

"

+

","

2

#对于每个
1

"顶点
X

1

的度要么是
P

1

要么是
P

1

D!

#因为

最初的和为偶数"所以
()

A

%

X

1

!

EP

1

D!

是偶数#把它们任意配对"并且用一条边连接每对中的顶点#

+?"!<

+@"

+B"#

!对所有
2

/

!

!!!

%

!对所有
2

/

/

!!!

'

!对
2E/

!!!

(

!对所有
2

/

4

+<"@

+C"

+="#

!带
2

个顶点而且没有边的图#

%

!

C

+

和
C

2

的不相交并图#

'

!带有顶点/

X

!

","

X

2

0而且在
X

1

与
X

3

之间有边%除非
1

9

3

i!

%

TQ(2

!!的图#

(

!用长度为
2

的位串表示其顶点"若两个顶点所对应的位串相差超过一位"则在这两个顶点之间有

一条边的图#

/4"X

%

XD!

!-

+D)

/!"2D!DP

2

"

2D!DP

2D!

","

2D!DP

+

"

2D!DP

!

I.!
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/+"H

和:

H

的并图包含
2

个顶点中每对顶点之间的一条边#因此这个并图是
C

2

#

//"

练习
?

(

!!

练习
@

(

/?"

有向图
HE

%

>

"

E

!是它自身的逆图当且仅当它满足条件(%

N

"

X

!

2

E

当且仅当%

X

"

N

!

2

E

#但这恰好

是这样的条件(所对应的关系必定是对称的#

/@"

/B"

可以这样连接
5

%

1

"

3

!与
5

%

S

"

T

!(用
D

1DS

D

个跳%

8Q

_

!连接
5

%

1

"

3

!与
5

%

S

"

3

!"用
D

3

DT

D

个跳

连接
5

%

S

"

3

!与
5

%

S

"

T

!#因此连接
5

%

1

"

3

!与
5

%

S

"

T

!所需要的跳总数不超过
D

1DS

D

0

D

3

DT

D

#

这个值小于或等于
+0+E++

"它是
_

%

+

!#

'"$

节

!"

顶点 相邻顶点

* ,

"

O

"

P

, *

"

P

O *

"

P

P *

"

,

"

O

+"

顶点 终结点

* *

"

,

"

O

"

P

, P

O *

"

,

P ,

"

O

"

P

/"

4 ! ! !

! 4 4 !

! 4 4 !

=

>

?

@

! ! ! 4

?"

! ! ! !

4 4 4 !

! ! 4 4

=

>

?

@

4 ! ! !

@"#

!

4 ! ! !

! 4 ! !

! ! 4 !

=

>

?

@

! ! ! 4

%

!

4 ! ! ! !

! 4 4 4 4

! 4 4 4 4

! 4 4 4 4

=

>

?

@

! 4 4 4 4

'

!

4 4 ! ! !

4 4 ! ! !

! ! 4 4 4

! ! 4 4 4

=

>

?

@

! ! 4 4 4

(

!

4 ! 4 !

! 4 ! 4

4 ! 4 !

=

>

?

@

! 4 ! 4

)

!

4 ! 4 ! !

! 4 ! 4 !

4 ! 4 ! !

! 4 ! 4 !

=

>

?

@

! ! ! ! 4

*

!

4 ! ! 4 ! 4 4 4

! 4 4 ! 4 ! 4 4

! 4 4 ! 4 4 ! 4

4 ! ! 4 4 4 4 !

! 4 4 4 4 ! ! 4

4 ! 4 4 ! 4 4 !

4 4 ! 4 ! 4 4 !

=

>

?

@

4 4 4 ! 4 ! ! 4

K0
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B" <"

4 4 ! 4

4 4 ! +

! ! 4 !

=

>

?

@

4 + ! 4

C"

! 4 + !

4 ! ! +

+ ! ! 4

=

>

?

@

! + 4 !

="

!4"

4 ! 4 4

4 ! ! 4

4 ! ! !

=

>

?

@

! 4 4 4

!!"

! ! + !

! 4 4 +

! 4 ! !

=

>

?

@

4 + ! 4

!+"

!!

!/"

是

!?"

练习
<

(

! 4 4 4 4

4 ! ! ! 4

! ! 4 4 !

=

>

?

@

4 4 ! ! !

练习
C

(

! ! ! ! 4 4 4 4 4 4

4 4 4 4 ! ! ! ! 4 4

4 ! ! 4 4 ! 4 4 ! 4

=

>

?

@

4 4 4 ! 4 4 ! ! 4 !

!@"()

A

%

X

!

D

在
X

处的环数)

()

A

D

%

X

!

!B"

若
)

不是环则是
+

"若
)

是环则是
!

#

!<"

同构
!!

!C"

同构
!!

!="

同构
!!

+4"

非同构
!!

+!"

同构

++"H

通过恒等函数与自身同构"所以同构是自反的#假设
H

同构于
9

"则存在从
H

到
9

的一一对应

R

"

R

保持相邻性与非相邻性#所以
R

D!是从
9

到
H

的一一对应"

R

D!保持相邻性与非相邻性#因此

同构是对称的#若
H

同构于
9

并且
9

同构于
C

"则存在从
H

到
9

和从
9

到
C

的一一对应
R

和
#

"

R

和
#

保持相邻性与非相邻性#所以
#

;

R

是从
H

到
C

的一一对应
R

"

#

;

R

保持相邻性与非相邻性#

因此同构是传递的#

+/"

全是
4

+?"

这样标记顶点"使得顶点集划分中第一个集合的所有顶点都排在前面#由于没有边连接同一划分集

内的顶点"所有矩阵具有所需要的形式#

+@"8

@

+B"

只有
2E@

+<"?

个

+C"#

!是
!!

%

!否
!!

'

!否

+="HE

%

>

!

"

E

!

!同构于
9E

%

>

+

"

E

+

!"当且仅当存在从
>

!

到
>

+

的函数
R

和从
E

!

到
E

+

的函数
#

"使

得
R

和
#

都是一一对应"并且对于
E

!

中的每条边
)

"

#

%

)

!的端点是
R

%

X

!和
R

%

M

!"其中
X

和
M

是
)

的端点#

/4"

是

/!"

否

/+"

若
R

是从有向图
H

到有向图
9

的同构"则
R

也是从
H

'Q:3到
9

'Q:3的同构#为了看出这一点"注意%

N

"

X

!是
H

'Q:3的边"当且仅当%

N

"

X

!是
H

的边"当且仅当%

R

%

N

!"

R

%

X

!!是
9

的边"当且仅当%

R

%

N

!"

R

%

X

!!是
9

'Q:3的边#

//"

答案可能有很多"例如
8

B

和
8

/

6

8

/

#

/?"

乘积矩阵是1

*

1

3

2"其中当
1

"

3

时"

*

1

3

是从
X

1

到
X

3

的边数"

*

11

是与
X

1

关联的边数#

/@"

练习
+4

中的图就是魔鬼对#

'"%

节

!"#

!长度为
?

的通路)非回路)非简单通路
!!!!

%

!非通路

'

!非通路
(

!长度为
@

的简单回路

+"

非连通

/"

非连通

?"

具有下列性质的人的极大集(对于其中任意二人"可以找到从一个人通向另一个人的熟人关系串#

@"

如果一个人的爱尔特希数为
2

"则在合作关系图中存在从该人到爱尔特希的长为
2

的路径"根据定义"

L0!

练 习 答 案



这意味着该人与爱尔特希在同一个分支中#如果一个人与爱尔特希在同一个分支中"则存在从该人到

爱尔特希的路径"最短的这种路径的长度就是该人的爱尔特希数#

B"#

!弱连通
!!!!!

%

!弱连通
!!!!!!!

'

!不是强连通也不是弱连通

<"

电话号码的极大集"对于其中任意两个不同的号码"可以找出二者之间的有向路径#

C"#

!/

*

"

,

"

R

0"/

O

"

P

"

)

0

%

!/

*

"

,

"

O

"

P

"

)

"

Q

0"/

R

0"/

#

0

'

!/

*

"

,

"

P

"

)

"

R

"

#

"

Q

"

1

0"/

O

0

="

假设
N

和
X

的强连通分支是相交的"如两者中都含结点
M

#假设
4

是
N

的强连通分支中的结点"则
4

也在
X

的强连通分支中"因为存在一条从
4

到
X

的路径%即从
4

到
N

的路径跟着从
N

到
M

的路径"接

着是从
M

到
X

的路径!"反之亦然#所以
4

在
X

的强连通分支中#这就证明了
N

的强连通分支是
X

的

强连通分支的子图"由对称性可知等价性#

!4"#

!

+ %

!

< '

!

+4 (

!

B!

!!"

不是同构的%

H

有一个三角形关系"而
9

没有!

!+"

不是同构的%通路
N

!

"

N

+

"

N

<

"

N

B

"

N

@

"

N

?

"

N

/

"

N

C

"

N

!

对应于通路
X

!

"

X

+

"

X

/

"

X

?

"

X

@

"

X

C

"

X

<

"

X

B

"

X

!

!#

!/"#

!

/ %

!

4 '

!

+< (

!

4

!?"

由定义"

G

是自反的#假设%

N

"

X

!

2

G

"则存在从
N

到
X

的通路#于是%

X

"

N

!

2

G

"因为存在从
X

到
N

的通路"即从
N

到
X

的通路的倒转"所以
G

是对称的#假设%

N

"

X

!

2

G

且%

X

"

M

!

2

G

"则存在从
N

到

X

和从
X

到
M

的通路#把这两条通路合在一起就给出从
N

到
M

的通路"因此%

N

"

M

!

2

G

"所以
G

是

传递的#

!@"O

!B",

"

O

"

)

"

1

!<"

如果一个顶点是悬挂点"显然它不是割点#所以割边的端点是割点就不是悬挂点#删除一条割边"

产生比原图有更多连通分支的图"如果割边的端点不是悬挂点"则在删除割边后"该端点所在的连

通分支就不只含有这一个顶点#因此"删除该顶点及其关联的所有边"包括原来那条割边"就产生

比原图有更多连通分支的图#因此"割边的端点不是悬挂点就是割点#

!C"

假设连通图
H

至多有
!

个顶点不是割点#定义顶点
N

和
X

之间的距离%记作
P

%

N

"

X

!!是
H

中
N

与
X

之

间最短通路的长度#设
/

和
U

是
H

中使得
P

%

/

"

U

!最大的顶点#

/

或
U

之一%或二者都!是割点#所以不

失一般性"假设
/

是割点#在从
H

删除
/

及其关联边所得到的图中"设
M

属于不含
U

的那个连通分

支#由于从
M

到
U

的每条通路都含有
/

"所以
P

%

M

"

U

!

.

P

%

/

"

U

!"这是矛盾#

!="#

!丹佛3芝加哥"波士顿3纽约

%

!西 雅 图3波 特 兰"波 特 兰3旧 金 山"盐 湖 城3丹 佛"纽 约3波 士 顿"波 士 顿3伯 灵 顿"

波士顿3班戈

+4"

一组人合起来能%直接或间接!影响每个人)/

>)%Q;#8

0

+!"

一条边不能连接不同连通分支内的两个顶点#由于在有
2

1

个顶点的连通分支内至多有
8

%

2

1

"

+

!条边"

所以图中至多有
<

S

1

Z

!

8

%

2

1

"

+

!条边#

++"

假设
H

不连通#则有一个连通分支有
S

个顶点"

!

0

S

0

2D!

#

H

的边数最多为
8

%

S

"

+

!

08

%

2DS

"

+

!

E

%

S

%

SD!

!

0

%

2DS

!%

2DSD!

!!-

+ES

+

D2S0

%

2

+

D2

!-

+

#这个
S

的二次函数在
SE2

-

+

处最小"在

SE!

或
SE2D!

处最大#因此"若
H

不连通"则边数不超过这个函数在
!

和
2D!

处的值"即%

2D!

!

%

2D+

!-

+

#

+/"#

!

! %

!

+ '

!

B (

!

+!

+?"#

!从环中移除一条边"留下一条仍然连接的路径#

%

!每一轮从循环部分移除一条边"使图仍然连接"而且中心点也和该部分仍然连接#移除一个点使

得环完整"并且中心点仍然与该环相连#

'

!任意
?

个点"二分后部分的两个被一个
?

环连接)移除一条边将使它们断开#

(

!删除连接%

,

!

"

,

+

","

,

1D!

"

4

"

,

10!

","

,

2

!和%

,

!

"

,

+

","

,

1D!

"

!

"

,

10!

","

,

2

!的边不会使

图不连通"因为如果
2

-

+

且
,

2

E4

这两个点仍然会通过路径%

,

!

"

,

+

","

,

1D!

"

4

"

,

10!

","

4

!"

'0

练 习 答 案
!



%

,

!

"

,

+

","

,

1D!

"

4

"

,

10!

","

!

!"%

,

!

"

,

+

","

,

1D!

"

!

"

,

10!

","

!

!"%

,

!

"

,

+

","

,

1D!

"

!

"

,

10!

","

4

!相连"其他三种情况类似#

+@"

如果
H

是完全图"则每步移除一个点"剩下的图仍然是完全图"因此绝不会出现非连通图#相反"

如果边
NX

不在
H

图中了"那么移除所有除了
N

和
X

的点将会得到非连通图#

+B"

都等于
T-:

%

+

"

2

!

+<"

令
H

是一个有
2

个点的图"则
&

%

H

!

0

2D!

#令
8

是使
H

的非空真子集
A

与互补集
AbE>DA

不连通

的最小割边#如果
4

@

是
H

中的边"其中
4

2

A

"

@

2

Ab

"那么
8

的大小至少为
D

A

DD

Ab

D

"即至少

为
2D!

"所以
&

%

H

!

0'

%

H

!#否则令
4

2

A

"

@

2

Ab

是不相邻的点#使
D

包含
Ab

中的
4

的所有邻接点和

所有
AD

/

4

0中的以
Ab

中的点为邻接点的点#那么
D

就是一个割点"因为它分开了
4

和
@

#现在来看

看从
4

指向
D

7

Ab

的边和从任意一个
D

7

A

中的点指向
Ab

的一条边#这就给出了
8

中
D

D

D

条不同的

边"因此
'

%

H

!

E

D

8

D/D

D

D/&

%

H

!#

+C"+

+="

设通路
5

!

和
5

+

分别是
NE4

4

"

4

!

","

4

2

EX

和
NE

@4

"

@!

","

@+

EX

#由于
5

!

和
5

+

不含公共

边"所以迟早会分开#如果在其中一条通路结束后才分开"则另一条通路的剩余部分就是从
X

到
N

的回路#否则"假设
4

4

E

@4

"

4

!

E

@!

","

4

1

E

@1

"但是
4

10!

"

@10!

#沿着通路
@1

"

@10!

"

@10+

",

前进"直到再次遇到
5

!

上的顶点为止#一旦回到
5

!

"就沿着
5

!

向前或向后%视需要而定!"直到回

到
4

1

#由于
4

1

E

@1

"这样形成的回路必定是简单的"因为各
4

S

之间的边没有重复"而且这些边也不

同于所用到的各
@1

之间的边#

/4"

图是连通的当且仅当
%0%

+

0%

/

0

,

0%

2D!的对角线外元素都是正的"其中
%

是
H

的邻接矩阵#

/!"

如果图是偶图"不妨设顶点分成
%

和
&

两部分"则每条通路上的顶点必定交替属于
%

和
&

#因此"

从
%

出发的通路在奇数步后停在
&

"在偶数步后停在
%

#由于回路总是停在出发的同一个顶点上"

所以长度必为偶数#反之"假设所有回路长度都是偶数"要证明图是偶图#可以假设图是连通的"

因为若不连通"则每次仅考虑一个连通分支即可#设
X

是图的一个顶点"设
%

是从
X

出发的长度为

奇数的通路的所有顶点的集合"设
&

是从
X

出发的长度为偶数的通路的所有顶点的集合#由于这个

分支是连通的"所以每个顶点都属于
%

或
&

#没有顶点同时属于
%

和
&

"因为那样一来"从
X

到那

个顶点的奇长度通路"加上从那个顶点到
X

的偶长度通路"就产生一个奇回路"与假设矛盾#因此"

顶点集合划分成两部分#为了证明每条边的端点都在不同部分中"假设
4

@

是一条边"其中
4

2

%

#

则从
X

到
4

的长度为奇数的通路加上
4

@

"就产生了从
X

到
@

的长度为偶数的通路"所以
@

2

&

#%若

4

2

&

"也类似可证#!

/+"

%

9

!

b

!

9

+

b

+

4

%Q#2

5"

1

!

&

%

9

+

b

+

"

9

!

b

!

4

%Q#2

5!

&

%

9

!

9

+

b

+

4

%Q#2

5"

b

!

!

&

%

b

+

"

9

!

b

!

9

+

4

%Q#2

5!

&

%

9

+

b

+

4

%Q#2

5"

9

!

b

!

!

&

%

1

"

9

!

b

!

9

+

b

+

4

%Q#2

5!

'"&

节

!"

均无

+"

无欧拉回路)

*

"

)

"

O

"

)

"

,

"

)

"

P

"

,

"

*

"

O

"

P

/"*

"

,

"

O

"

P

"

O

"

)

"

P

"

,

"

)

"

*

"

)

"

*

?"*

"

1

"

Q

"

#

"

P

"

)

"

R

"

#

"

O

"

)

"

Q

"

P

"

O

"

*

"

,

"

1

"

O

"

,

"

Q

"

*

@"

不能"

%

仍然是奇数度的#

B"

当顶点表示交叉路口"边表示街道的图有欧拉通路时#

<"

能

C"

不能

="

如果有欧拉通路"则沿着该通路前进时"除起点和终点外"每个顶点都有相同的入度和出度"因为当

沿一条边进入一个顶点时"还要沿另一条边离开它#起点必定是出度比入度大
!

"因为用一条边离开

这个顶点"而当再次访问它时"要用一条边进入和一条边离开#同理"终点必定是入度比出度大
!

#

由于不考虑方向的欧拉通路在无向图中产生任意两个顶点之间的通路"所以该图是弱连通的#反之"

假设图满足题设条件#如果从出度小的顶点到入度小的顶点之间增加一条边"则该图每个顶点入度与

出度相等#由于该图仍然是弱连通的"所以这个新图有欧拉回路#现在删除后加的边"就得到欧拉

通路#

(0!

练 习 答 案



!4"

均无

!!"

无欧拉回路)

*

"

P

"

)

"

P

"

,

"

*

"

)

"

O

"

)

"

,

"

O

"

,

"

)

!+"

均无

!/"

与算法
!

的过程基本相同"要考虑遵循边的方向#

!?"#

!

2E+ %

!无
'

!无
(

!

2E!

!@"

练习
!c!

次)练习
+

!

?c4

次

!B"*

"

,

"

O

"

P

"

)

"

*

是哈密顿回路#

!<"

不存在哈密顿回路"因为一旦这样的回路到达
)

"就无路可走了#

!C"

不存在哈密顿回路"因为图中每条边都与
+

度点关联"因此必须在该回路上#

!="+E2

/

+

+4"#

!%

-

!否"%

--

!否"%

---

!是
!!

%

!%

-

!否"%

--

!否"%

---

!是
!!

'

!%

-

!是"%

--

!是"%

---

!是
!

(

!%

-

!是"%

--

!是"%

---

!是

+!"

对于
2E!

"结果是平凡的"编码是
4

"

!

#假设存在
2

阶格雷码"设
O

!

"

O

+

","

O

S

是这样的编码"

SE+

2

#则
4O

!

"

4O

+

","

4O

S

"

!O

!

"

!O

+

","

!O

S

是
20!

阶格雷码#

++"

.

/,01-2/1&P)W;

[

%

HE

%

>

"

E

!(连通多重图"所有顶点度为偶数"

>E

/

X

!

","

X

2

0!

XcEX

!

'-;'W-2cEX

9cEH

;65819

有边

)cE

若存在"

9

中以
X

为端点的第一条边%按照
>

的排序!"且
)

不是
9

中的割边"否则就是
9

中

以
X

为端点的第一条边

McE)

的另一个端点

'-;'W-2cE'-;'W-2

加入边
)

和顶点
M

XcEM

9cE9D)

/142/7'-;'W-2

/

'-;'W-2

是欧拉回路0

+/"

若
H

有欧拉回路"则该回路也是欧拉通路#若无欧拉回路"则在两个奇数度顶点之间加一条边"应

用算法求出欧拉回路#然后删除新加的边#

+?"

假设
HE

%

>

"

E

!是满足
>E>

!

6

>

+

的偶图"其中没有边连接
>

!

里的顶点与
>

+

里的顶点#假设
H

有

哈密顿回路#这样的回路必然是形如
*

!

"

,

!

"

*

+

"

,

+

","

*

S

"

,

S

"

*

!

"

,

!

"其中对
1E!

"

+

","

S

来说"有
*

1

2

>

!

和
,

1

2

>

+

#因为哈密顿回路访问每个顶点恰好一次"所以除了回路开始和结束的
*

!

之外"图中的顶点数等于
+S

"它是偶数#因此"带奇数个顶点的偶图不可能有哈密顿回路#

+@"

+B"

把
/U?

棋盘的格子表示如下#

马的巡回路线可以通过下列移动来构成(

C

"

!4

"

!

"

<

"

=

"

+

"

!!

"

@

"

/

"

!+

"

B

"

?

#

+<"

把
?U?

棋盘的格子表示如下#

-0
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从角上的四个格子里只有两种移动#若包含
!D!4

*

!D<

*

!BD!4

和
!BD<

的所有边"则过早地完成

了回路"所以必须去掉这些边中的至少一条#不失一般性"假设通路开始于
!D!4

*

!4D!B

和
!BD

<

#现在从格子
/

仅有的移动是到格子
@

*

!4

和
!+

"而格子
!4

已经有了两条关联的边#因此
/D@

和

/D!+

必须在哈密顿回路里#同理"边
CD+

和
CD!@

必须在回路里#现在从格子
=

仅有的移动是到

格子
+

*

<

和
!@

#假如有从格子
=

到格子
+

和
!@

的边"则过早地完成了回路#因此边
=D<

必须在回

路里"让格子
<

关联的边达到饱和#但是现在格子
!?

被迫连接到格子
@

和
!+

"过早地完成了回路

%

@D!?D!+D/D@

!#这个矛盾证明在
?U?

棋盘上没有马的巡回路线#

+C"

因为在
+U2

棋盘上有
+2

个格子"所以若
+

和
2

都是奇数"则有奇数个格子#因为根据练习
B+

"对

应的图是二分图"根据练习
@@

"它没有哈密顿回路#因此没有可折返的马的巡回路线#

+="#

!如果
H

没有哈密顿回路"则不断地尽量把
H

没有的边逐条加入
H

"条件是产生的图不含哈密顿回

路#不可能一直这样做下去"因为一旦把
H

没有的所有边都加入了"就形成了完全图"就有了哈

密顿回路#到这个过程停止时"就得到了具有所需要性质的图
9

%肯定是非完全的!#

%

!再给
9

加入一条边#这样就产生了经过所加入的边的哈密顿回路#从这个回路上去掉加入的边所

形成的通路"就是
9

中的哈密顿通路#

'

!显然
X

!

与
X

2

在
9

中不相邻"因为
9

没有哈密顿回路#因此
X

!

与
X

2

在
H

中不相邻#但是假设了

在
H

中不相邻顶点的度之和至少为
2

#这个不等式可以改写成
2D()

A

%

X

2

!

0

()

A

%

X

!

!#但
2D

()

A

%

X

2

!正是不与
X

2

相邻的顶点数#

(

!由于在哈密顿通路上
X

2

没有后续顶点"所以
X

2

不属于
A

#与
X

!

相邻的
()

A

%

X

!

!个顶点中的每个顶

点都引出一个
A

中的元素"所以
A

包含
()

A

%

X

!

!个顶点#

)

!根据
'

!"至多有
()

A

%

X

!

!

D!

个与
X

2

不同且不与
X

2

相邻的顶点"根据
(

!"

A

中有
()

A

%

X

!

!个顶点"

这些顶点都不是
X

2

#因此至少有一个
A

中的顶点与
X

2

相邻#根据定义"如果
X

S

是这个顶点"则
9

包含边
X

S

X

2

和
X

!

X

S0!

"其中
!

-

S

-

2D!

#

*

!现在
X

!

"

X

+

","

X

SD!

"

X

S

"

X

2

"

X

2D!

","

X

S0!

"

X

!

是
9

中的哈密顿回路"与
9

的构造矛盾#因

此
H

原来没有哈密顿回路的假设是错误的"反证法完成了#

'"'

节

!"#

!顶点是车站"边连接相邻车站"权是相邻车站之间旅行所需要的时间#

%

!与
#

!基本相同"不同之处在于"权是相邻车站之间的距离#

'

!与
#

!基本相同"不同之处在于"权是车站之间的票价#

+"!B

/"

练习
+c*

"

O

"

P

"

)

"

#

"

J

)

?"#

!经芝加哥
%

!经芝加哥
'

!经洛杉矶
(

!经芝加哥

@"#

!经芝加哥
%

!经芝加哥
'

!经洛杉矶
(

!经芝加哥#

B"

当把
J

加入集合
A

时"算法不停止#

<"#

!经木桥"经木桥和康登
%

!经木桥"经木桥和康登

C"

例如"观光路线"清扫街道

="

$ % & ' ( )

$ ? / + C !4 !/

% / + ! @ < !4

& + ! + B C !!

.0!

练 习 答 案



%续!

$ % & ' ( )

' C @ B ? + @

( !4 < C + ? /

) !/ !4 !! @ / B

!4"_

%

2

/

!

!!"*DOD,DPD*

%或者从某个点开始"以相同或相反顺序遍历这些顶点的相同回路!

!+"

旧金山 丹佛 底特律 纽约 洛杉矶 旧金山%或者从某个点开始"以相同或相反顺序遍历这些顶

点的相同回路!

!/"

考虑这个图(

回路
*D,D*DOD*

访问每个顶点至少一次%访问顶点
*

两次!"总权值为
B

#每个哈密顿回路有总权

值为
!4/

#

!?"

令
X

!

"

X

+

","

X

2

是一个给定的有向非循环图的点的拓扑排序#令
M

%

1

"

3

!为边
X

1

X

3

的权值#迭代

定义
5

%

1

!为终点为
X

1

的最长路径的权值"

8

%

1

!为最长路径中
X

1

之前的点"对于从
!

到
2

的
1

"令

5

%

1

!为所有
3

-

1

中
5

%

3

!

0M

%

3

"

1

!的最大值"

X

3

X

1

是有向图中的一条边%并且如果
3

存在"令
8

%

1

!为

获得最大值的
3

的值!"并且令
5

%

1

!

E4

如果这样的
3

不存在#这个循环结束时"通过选择
1

使得
5

%

1

!

取得最大值"一条最长的路径就找到了"而且
8

反过来连接到路径的起点#

'"(

节

!"

是

+" /"

非可平面的
?"

可平面的

@"

非可平面的

B"

由连接
X

!

*

X

+

*

X

/

的边组成的
C

@

子图"其平面表示形成一个三角形#顶点
X

?

要么在三角形内"要么

在三角形外#下面只考虑
X

?

在三角形内的情形"另一种情形是类似的#画出从
X

!

*

X

+

*

X

/

到
X

?

的

边"一共形成
?

个区域#无论
X

@

在哪个区域中"都只能让
X

@

与其余顶点中的
/

个顶点相连"而不能

与所有
?

个顶点相连#

<"C

C"

由于没有环和多重边"也没有长度为
/

的回路"而且无界区域的次数至少为
?

"所以每个区域的次数

至少为
?

#因此"

+)

/

?$

"或
$

0

)

-

+

#但是
$E)DX0+

"所以有
)DX0+

0

)

-

+

"这蕴含着
)

0

+XD?

#

="

与推论
+

中一样"有
+)

/

@$

和
$E)DX0+

"因此
)DX0+

0

+)

-

@

"这蕴含着
)

0

%

@

-

/

!

XD

%

!4

-

/

!#

!4"

只有
#

!和
'

!

!!"

不同胚于
C

/

"

/

!+"

可平面的

!/"

非可平面的

!?"#

!

!

!!!!

%

!

/

!!!!

'

!

=

!!!!

(

!

+

!!!!

)

!

?

!!!!

*

!

!B

!@"

按照提示来画
C

+

"

2

#交叉数是第一象限中数目的
?

倍#在
4

轴上原点右边的顶点是%

!

"

4

!"%

+

"

4

!","%

+

-

+

"

4

!"在
@

轴上原点上边的顶点是%

4

"

!

!"%

4

"

+

!","%

4

"

2

-

+

!#选择任意两个不同

的数
*

和
,

"

!

0

*

-

,

0

+

-

+

"以及两个不同的数
$

和
/

"

!

0

$

-

/

0

2

-

+

"就得出所有的交叉#在图中

连接%

*

"

4

!和%

4

"

/

!的边与连接%

,

"

4

!和%

4

"

$

!的边之间"恰好产生一处交叉#因此"在第一象限中

00
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的交叉数是
8

+

+

"

% !

+

$

8

2

+

"

% !

+ E

%

+

-

+

!%

+

-

+D!

!

+

$

%

2

-

+

!%

2

-

+D!

!

+

#因此"总交叉数是
?

$

+2

%

+D+

!%

2D+

!-

B?E+2

%

+D+

!%

2D+

!-

!B

#

!B"#

!

+ %

!

+ '

!

+ (

!

+ )

!

+ *

!

+

!<"

'")

节

!"?

色
!!

+"/

色

/"/

?"/

@"+

B"/

<"

没有边的图
!!

C"/

%若
2

为偶数!"

?

%若
2

为奇数!

="

时间段
!

(

,#28!!@

"

,#28!C@

)时间段
+

(

,#28!!B

"

F1?</

)时间段
/

(

,#28!=@

"

F1!4!

)时间

段
?

(

F1!4+

)时间段
@

(

F1+</

!4"@

!!"

练习
/c/

"练习
?c/

"练习
@c/

"练习
Bc?

!+"#

!如果
2

为偶数"则为
+

"如果
2

为奇数则为
/

#

%

!

2

!/"

颜色相同的两条边不会有相同的顶点#因此如果超过
2

-

+

被着相同的颜色"则图将会有超过
+

%

2

-

+

!

E

2

个点#

!?"@

!@"

颜色
!c)

"

R

"

P

)颜色
+cO

"

*

"

1

"

#

)颜色
/cQ

"

,

"

1

!B"

给
8

B

着色

!<"

当
2

是大于
!

的奇数时"需要
?

种颜色为
b

2

着色"因为对于圈图"需要
/

种颜色着色%见例
?

!"并

且还有一个与所有圈图顶点相邻的中心顶点"这样就要求
?

种颜色#为了看到如何通过删去用
/

种

颜色着色的边来从
b

2

获得这个图"考虑两种情况#如果我们移除圈图的一条边"那么我们可以用两

种颜色来给圈图着色"并且剩下的圈图部分可以交替使用这两种颜色#第三种颜色用来给中心点着

色#如果我们移除一条轮辐%

R

_

QX)

!边"那么我们可以用
%

!

颜色给圈图移除边的终点着色"交替使

用
%

+

和
%

/

颜色给圈图其余顶点着色"然后用
%

!

颜色给中心顶点着色#

!C"

假设
H

是着色
S

关键的"但有一个度为
SD+

或小于
SD+

的顶点
X

#从
H

中删去一条与
X

相连的边#

由
S

关键的定义知"得到的图可以用
SD!

种颜色着色#现在恢复这条缺少的边"并对所有除
X

外的

顶点使用这种着色#因为我们已经有针对这个更小图的适当着色"所以没有两个邻接的顶点有相同

的颜色#而且"

X

至多有
SD+

个邻居"所以我们可以用一个没有用过的颜色着色
X

"以便得到
H

的

一个合适的%

SD!

!着色#这与
H

的着色数是
S

矛盾#因此"我们的假设不成立"

H

的每个顶点的度

必须至少为
SD!

#

!="#

!

B

!!!

%

!

<

!!!

'

!

=

!!!

(

!

!!

+4"

用颜色表示频率"用顶点表示地段#如果两个顶点表示的地段互相干涉"则用边连接这两个顶点#

于是
S

重着色恰好就是避免了干涉的频率分配#

+!"

对图的顶点数进行归纳#具有
@

个或少于
@

个顶点的图可用
@

色或少于
@

色来着色"因为每个顶点可

70!
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用不同的颜色#这就完成了基础情形#假设所有
S

个顶点的图都可用
@

着色"考虑
S0!

个顶点的图

H

#根据
B"<

节推论
+

"

H

至少有一个度不超过
@

的顶点
X

#删除
X

得到图
Hb

#由于
Hb

只有
S

个顶点"

由归纳假设可对
Hb

做
@

着色#如果与
X

相邻的顶点没有用完
@

种颜色"则把
X

的邻点没有用的颜色

给
X

"就给
H

做了
@

着色#麻烦出现在若
X

有
@

个邻点"并且每个点用了
Hb

的
@

着色中的一种不同颜

色#假设以逆时针顺序考虑
X

的邻点是
*

"

,

"

O

"

+

"

!

#%表示与
X

关联的边的曲线的逆时针顺序决

定了这个顶点顺序#!假设这些邻点的颜色分别是(天蓝%

#ZW;)

!*蓝%

%PW)

!*黄绿%

'8#;2;)WR)

!*洋红

%

T#

A

):2#

!*紫%

_

W;

_

P)

!#考虑天蓝 黄绿子图%即
H

中着天蓝或黄绿色的顶点以及这些顶点之间的

边!#如果
*

和
O

在这个子图的不同连同分支中"则在含有
*

的分支中可以交换这两种颜色%让天蓝色

顶点改成黄绿色"让黄绿色顶点改成天蓝色!"而
Hb

仍然是恰当着色的#这样就让
*

成为黄绿色"于

是现在可给
X

着天蓝色"

H

就恰当着色了#如果
*

和
O

在同一个连通分支中"则有一条路径连接
*

和

O

"其上的顶点交替着天蓝和黄绿色#这条路径连同边
*X

和
XO

就把平面划分成两个区域"其中一个

区域含有
,

"另外一个区域含有
+

#如果现在给
,

所在区域中的所有顶点交换蓝色和洋红色"则仍然

得到
Hb

的恰当着色"但是现在蓝色可给
X

着色了#在这种情况下"也找到了
H

的恰当着色#这样就

完成了归纳步骤"于是定理得证#

++"

我们按照提示来解答#因为五角形的内角和为
@?4c

"所以不存在
/

个超过
!C4c

的内角%优角!"如果

五角形中没有优角"那么五角形是凸的"并且位于任意顶点的守卫可以看到所有的点#如果五角形

中有一个优角"那么五角形必然看起来像下面的图
#

"并且顶点
X

处的守卫可以看到所有的点#如果

五角形中有两个优角"那么它们可能相邻"也可能不相邻%如图
%

和
'

所示!"在两种情形的任一情形

下"顶点
X

处的守卫可以看到所有的点#1在图
'

中"选择优角更接近于底边#2因此"对于所有五角

形"一个守卫就足够了"所以
#

%

@

!

E!

#

+/"

这幅图暗示提示中%对任意
S

/

!

"有
S

齿尖!有
/S

个顶点#不同齿尖可见的位置集合是不相交的#因

此"

S

个齿尖中每个都需要一个单独的守卫"这样至少需要
S

个守卫#这表明
#

%

/S

!

/

SE /S

-

/

#如

果
2E/S01

"其中
4

0

1

0

+

"那么
#

%

2

!

/

#

%

/S

!

/

SE 2

-

/

#

补充练习

!"+@44

!!

/"

同构
!!

@"

同构

<"

<

+

1

Z

!

2

1

个顶点"

<

U

-

3

2

1

2

3

条边

="#

!如果
4

2

]

%

%

6

&

!"那么
4

邻接于
X

"其中
X

2

%

6

&

#

MG]G5

假设
X

2

%

"那么
4

2

]

%

%

!且
4

2

]

%

%

!

6

]

%

&

!#相反"如果
4

2

]

%

%

!

6

]

%

&

!"那么
MG]G5

假设
4

2

]

%

%

!#因此
4

邻接于
X

"其

中
X

2

%

3

%

6

&

"因此
4

2

]

%

%

6

&

!#

%

!如果
4

2

]

%

%

7

&

!"那么
4

邻接于
X

"其中
X

2

%

7

&

#由于
X

2

%

且
X

2

&

"从而
4

2

]

%

%

!且
4

2

]

%

&

!"由此
4

2

]

%

%

!

7

]

%

&

!#举一个反例"

HE

%/

N

"

X

"

M

0"//

N

"

X

0"/

X

"

M

00!"

%E

/

N

0"和

&E

/

M

0#

!!"

%

O

"

*

"

!

"

4

"

2

"

+

!和许多其他的

!/"

%

O

"

P

"

*

"

,

!和许多其他的

!@"

三角形的个数除以长度为
+

的路径个数的
B

倍#

!<"#

!和一个随机选取的演员合作演过一部电影的两个演员合作演同一部电影的概率#

%

!随机选择的两人的
&#')%QQX

上的朋友是他们自己
&#')%QQX

朋友的概率#

'

!随机选择的两人的合作者是他们自己的合作者的概率#

(

!两种蛋白质中每一个与随机选择的蛋白质相互作用的概率#

)

!两个路由器"每一个都和随机选取的一个路由器有通信链路相连"它们自己也相互链接的概率#

!="

完全子图"它含有下列顶点集合(/

,

"

O

"

)

"

R

0"/

*

"

,

"

#

0"/

*

"

P

"

#

0"/

P

"

)

"

#

0"/

,

"

)

"

#

0

F0

练 习 答 案
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+!"

完全子图"它含有下列顶点集合(/

,

"

O

"

P

"

3

"

S

0"/

*

"

,

"

3

"

S

0"/

)

"

R

"

#

"

1

0"/

*

"

,

"

1

0"/

*

"

1

"

3

0"/

,

"

P

"

)

0"/

,

"

)

"

1

0"/

,

"

1

"

3

0"/

#

"

Q

"

1

0"/

Q

"

1

"

3

0

+/"

/

O

"

P

0是最小支配集

+@"#

!

!!!!!

%

!

+<"#

!

!

!!!!

%

!

+

!!!!

'

!

/

!!!!!

+="#

!图
H

中从
N

到
X

的路径导出同构图
9

中从
R

%

N

!到
R

%

X

!的路径#

%

!假设
R

是从
H

到
9

的同构映射#若
X

4

"

X

!

","

X

2

"

X

4

是
H

中的哈密顿回路"则
R

%

X

4

!"

R

%

X

!

!","

R

%

X

2

!"

R

%

X

4

!必为
9

中的哈密顿回路"因为它还是回路并且对于
4

0

1

-

3

0

2

"

R

%

X

1

!

"

R

%

X

3

!#

'

!假设
R

是从
H

到
9

的同构映射#若
X

4

"

X

!

","

X

2

"

X

4

是
H

中的欧拉回路"则
R

%

X

4

!"

R

%

X

!

!","

R

%

X

2

!"

R

%

X

4

!必为
9

中的欧拉回路"因为它还是过每条边恰好一次的回路#

(

!两个同构图必有相同的交叉数"因为它们可用完全相同的方式画在平面上#

)

!假设
R

是从
H

到
9

的同构映射"则
X

在
H

中是孤立点当且仅当
R

%

X

!在
9

中是孤立点#因此这两

个图必有相同的孤立点数#

*

!假设
R

是从
H

到
9

的同构映射#若
H

是二分图"则
H

的顶点集可划分成
>

!

和
>

+

"使得没有边连

接
>

!

中的顶点和
>

+

中的顶点#于是
9

的顶点集可划分成
R

%

>

!

!和
R

%

>

+

!"使得没有边连接
R

%

>

!

!

中的顶点和
R

%

>

+

!中的顶点#

/!"/

//"#

!是
%

!不是

/@"

不是

/<"

是

/="

如果
)

是端点为
N

和
X

的割边"那么若
)

的方向是从
N

到
X

"则在该有向图中没有从
X

到
N

的路径"

否则
)

就不是割边#若
)

的方向是从
X

到
N

"则可做类似的推理#

?!"2D!

?/"

让顶点表示鸡"图中有边%

N

"

X

!当且仅当鸡
N

比鸡
X

占优势#

?@"

通过握手理论"点的平均度为
++

-

2

"等于最小度#由此可见所有点的度相等#

?<"C

/

"

/

和三角棱镜的框架图

?="#

!图中的哈密顿回路正好对应于圆桌旁表示相邻骑士是朋友的骑士

%

!图中每一个点的度至少为
+2D!D

%

2D!

!

E2

/

%

+2

-

+

!"因此通过
>-;#'

理论"这个图是哈密顿

回路#

'

!

*

"

,

"

P

"

R

"

#

"

J

@!"#

!

?

!!!

%

!

+

!!!

'

!

/

!!!

(

!

?

!!!

)

!

?

!!!

*

!

+

@/"#

!假设
HE

%

>

"

E

!"设
*

"

,

2

>

#要证明
*

和
,

在:

H

中的距离至多为
+

#若/

*

"

,

0

8

E

"则此距离为

!

"所以假设/

*

"

,

0

2

E

#由于
H

的直径大于
/

"所以存在顶点
N

和
X

"使得
N

和
X

在
H

中的距离大

I0!
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于
/

#

N

或
X

二者之一或全部都不属于集合/

*

"

,

0#假设
N

与
*

*

,

不同"则/

*

"

N

0或/

,

"

N

0之一属

于
E

)否则
*

*

N

*

,

就是:

H

中长度为
+

的路径#所以"不失一般性"假设/

*

"

N

0

2

E

#因此
X

不是

*

或不是
,

"根据同样的推理"要么/

*

"

X

0

2

E

"要么/

,

"

X

0

2

E

#无论哪种情形"都给出
H

中从
N

到
X

长度小于等于
/

的路径"这是矛盾#

%

!假设
HE

%

>

"

E

!"设
*

"

,

2

>

#要证明
*

和
,

在:

H

中距离不超过
/

#若/

*

"

,

0

8

E

"则得出所要的

结果"所以假设/

*

"

,

0

2

E

#由于
H

的直径大于等于
/

"所以存在顶点
N

和
X

"使得
N

和
X

在
H

中

的距离大于等于
/

#

N

或
X

二者之一或全部都不属于集合/

*

"

,

0#假设
N

与
*

*

,

不同#要么/

*

"

N

0

2

E

"要么/

,

"

N

0

2

E

)否则
*

*

N

*

,

就是:

H

中长度为
+

的路径#所以"不失一般性"假设/

*

"

N

0

2

E

#因此
X

与
*

和
,

都不同#若/

*

"

X

0

2

E

"则
N

*

*

*

X

是
H

中长度为
+

的路径"所以/

*

"

X

0

8

E

"因此/

,

"

X

0

2

E

%否则:

H

中有长度为
+

的路径
*

"

X

"

,

!#因此/

N

"

,

0

8

E

)否则
N

*

,

*

X

是
H

中

长度为
+

的路径#因此"

*

"

X

"

N

"

,

是:

H

中长度为
/

的路径"即为所求#

@@"*

"

,

"

)

"

J

@<"*

"

O

"

,

"

P

"

)

"

J

@="

若
H

是可平面的"则由于
)

0

/XDB

"所以
H

至多有
+<

条边#%若
H

不连通"

H

的边还要少#!同理"

H

至多有
+<

条边#但是
H

和
H

的并图是
C

!!

"

C

!!

有
@@

条边"而
@@

.

+<0+<

#

B!"

假设
H

用
S

色着色并且独立数为
1

#由于每个颜色类都是独立集"所以每个颜色类有不超过
1

个元素#

因此至多有
S

1

个顶点#

B/"#

!

8

%

2

"

+

!

!

+

%

!D

!

!

2D+

#

%

!

2

!

#

'

!为了生成一个带标记图
H

"当把这个过程应用到顶点对上时"当
H

在那对顶点之间有边时"所选

择的随机数
4

必定小于等于
!

-

+

)当
H

在那对顶点之间无边时"

4

大于
!

-

+

#因此"做正确选择的

概率对每条边来说是
!

-

+

"对所有边来说是
!

-

+

8

%

2

"

+

!

#因此所有带标记的图是等概率的#

B@"

假设
5

是单调增的#如果从简单图中删除边"不保持不具有性质
5

这个性质"就有一个简单图
H

不

具有性质
5

"有另外一个简单图
Hb

具有性质
5

"

Hb

与
H

有相同顶点但是比
H

少一些边#但是性质
5

是单调增的"由于
Hb

具有性质
5

"所以给
Hb

添加边得到的
H

也具有性质
5

#这是矛盾#逆命题的证

明是类似的#

第
(

章

("!

节

!"

%

#

!"%

'

!"%

)

!

+"#

!

*

!!!

%

!

*

"

,

"

O

"

P

"

R

"

Q

"

3

"

"

"

U

!!!

'

!

)

"

#

"

1

"

S

"

T

"

+

"

2

"

Y

"

!

"

$

"

/

"

N

(

!

"

"

$ )

!

O

!!!

*

!

!

!!!A

!

R

"

,

"

*

!!!

8

!

)

"

R

"

T

"

+

"

2

/"

否

?"4

层(

*

)

!

层(

,

"

O

"

P

)

+

层(

)

!

S

%按字母顺序!)

/

层(

T

!

$

)

?

层(

/

"

U

)

@

层(

N

@"#

!整棵树
!

%

!

O

"

#

"

Q

"

Y

"

!

和
?

条边
O

#

"

OQ

"

QY

"

Q

!

!

'

!只有
)

B"#

!

!

!!!

%

!

+

!!

<"#

!

/

!!!

%

!

=

C"#

!&仅当'部分就是定理
+

和树的定义#假设
H

是连通简单图"那么有
2

个顶点和
2D!

条边#如果
H

不

是树"

H

包含这样一条边"删除这条边产生一个图
Hb

"

Hb

仍连通#如果
Hb

不是树"删除一条边产生连

通图
Hg

#重复这个过程直到得出树为止#这至多需要
2D!

步"因为只有
2D!

条边#由定理
+

"得出

的图有
2D!

条边"因为它有
2

个顶点#由于并没有删除边"所以
H

本身就是树#

%

!假设
H

是树"根据
#

!的结论"

H

有
2D!

条边"根据定义"

H

没有简单回路#反过来"假设
H

没有

简单回路并且有
2D!

条边#令
O

等于
H

的分量的数目"每一个分量是一个有
2

1

个顶点的分量"且

J

O

1

Z

!

2

1

Z

2

"根据
#

!的结论"

H

中边的总数是
J

O

1

Z

!

%

2

1

[

!

!

Z

2

[

O

#因为已知总数应为
2D!

"因此

OE!

"

H

是连通的并且满足树的定义#

="====

!!

!4"+444

!!

!!"===

!!

!+"!444444

美元

!/"

由定理
?

可知"不存在这样的树"因为
+E+

或
+EC?

是不可能的#

K7
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!?"

高度为
?

的完全二叉树 高度为
/

的完全
/

元树

!@"#

!根据定理
/

"有
2E+10!

#因为
10TE2

"即
TE2D1

"所以
TE

%

+10!

!

D1E

%

+D!

!

10!

#

%

!我们有
2E+10!

和
10TE2

"因此
1E2DT

"

2E+

%

2DT

!

0!

#对
2

求解就给出
2E

%

+TD!

!-%

+D

!

!#从
1E2DT

"得出
1E

1%

+TD!

!-%

+D!

!2

DTE

%

TD!

!-%

+D!

!#

!B"2DU

!<"#

!

!

!!!

%

!

/

!!!

'

!

@

!C"

设
2E+

S

"其中
S

是正整数#若
SE!

"则没有什么要证明的"因为可以用
2D!E!

个处理器在
PQ

A

+E!

步里把两个数相加#假定可以在
PQ

A

2

步里用
2D!

个处理器的树形连接网络对
2E+

S 个数求和#设
4

!

"

4

+

","

4

+2

是希望求和的
+2E+

S0!个数#

+2D!

个处理器的树形连接网络包括
2D!

个处理器的树形连

接网络"以及对每个树叶作为儿子的两个新处理器#在一步内"可以用这个较大的网络的树叶来求出

4

!

04

+

"

4

/

04

?

","

4

+2D!

04

+2

"结果得出
2

个数"根据归纳假设"可以用网络的其余部分在
PQ

A

2

步

内求它们的和#因为使用了
PQ

A

20!

步而且
PQ

A

%

+2

!

EPQ

A

+0PQ

A

2E!0PQ

A

2

"所以这样就完成了证明#

!="

只有
O

+4"O

和
Q

+!"

假设树
D

有至少两个中心#设
N

和
X

是不同的中心"都有离心度
)

"

N

和
)

不相邻#因为
D

是连通

的"所以有从
N

到
X

的简单通路
5

#设
O

是这个通路上的任意顶点#因为
O

的离心度至少为
)

"所以

存在顶点
M

使得从
O

到
M

的唯一简单通路长度至少为
)

#显然这条通路不能同时包含
N

和
X

"否则将

有一条简单回路#事实上"一旦这条从
O

到
M

的通路可能沿着
5

的一部分向
N

或
X

前进"它就离开

5

并且不返回
5

#不失一般性"假定这条通路不沿着
5

向
N

前进#于是从
N

到
O

到
M

的通路是简单

的"而且长度不超过
)

"矛盾#因此
N

和
X

是相邻的#现在因为任何两个中心都是相邻的"所以假如

有多于两个的中心"那么
D

就包含简单回路
C/

作为子图"这是矛盾的#

++"

+/"

命题称有
2

个顶点的&每棵'树都有长度为
2D!

的路径#而证明只显示出存在某个
2

个顶点的树有长

度为
2D!

的路径#

("#

节
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+"#

!

/

!!!

%

!

!

!!!

'

!

?

!!!

(

!

@

/"

?"

至少需要
PQ

A/

? E+

次称重"因为只有
?

种结果%因为不要求确定硬币是较轻还是较重!#事实上"两

次称重是足够的#首先称重硬币
!

和硬币
+

#若它们平衡"则称重硬币
!

和硬币
/

#若硬币
!

与硬币
/

重量相同"则硬币
?

是伪币"若它们重量不相同"则硬币
/

是伪币#若硬币
!

与硬币
+

重量不相同"

则再称重硬币
!

和硬币
/

#若它们平衡"则硬币
+

是伪币)若它们不平衡"则硬币
!

是伪币#

@"

至少需要
PQ

A/

!/E/

次称重#事实上"

/

次称重是足够的#首先把硬币
!

*

+

和
/

放在天平的左边"而

把硬币
?

*

@

和
B

放在天平的右边#若相等"则应用例
+

到硬币
!

*

+

*

<

*

C

*

=

*

!4

*

!!

和
!+

上#若

不相等"则应用例
+

到硬币
!

*

+

*

/

*

?

*

@

*

B

*

<

和
C

上#

B"

最少比较
@

次#称这些元素为
*

*

,

*

O

*

P

#先比较
*

和
,

"再比较
O

和
P

#不失一般性"假设
*

-

,

和

O

-

P

#再比较
*

和
O

"其中较小的那个就是最小元素#仍不失一般性"假设
*

-

O

#最后让
,

与
O

和
P

比

较"就完全确定它们的顺序#

<"

前两步如正文所述#在确定了
++

是第二大元素之后"在树中用
D

a

代替树叶
++

"并沿着
++

上升到树

根所经过的路径从树叶开始重新计算胜者#于是看到
!<

是第三大元素"所以重复上述过程"在树中

用
D

a

代替树叶
!<

并重新计算#于是看到
!?

是第四大元素"所以重复上述过程"在树中用
D

a

代替

树叶
!?

并重新计算#于是看到
!!

是第五大元素"所以重复上述过程"在树中用
D

a

代替树叶
!!

并重

新计算#就这样继续这个过程#确定
=

是第六大元素"

C

是第七大元素"

/

是第八大元素#除了倒数

第
+

步以外"所有其余步骤所产生的树如下图所示#

'7
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C"

顶点的值是目前在那里的表元素"顶点的标记是导致那个值的树叶的名称%即位置!#

.

/,01-2/12QW;:#T):2RQ;2

%

*

!

","

*

2

!

ScE PQ

A

2

建立高度为
S

的二叉树

3,/1cE!4,2

令第
1

个树叶的值是
*

1

"令第
1

个树叶的标记为其自身

3,/1cE20!4,+

S

令第
1

个树叶的值是
D

a

"令第
1

个树叶的标记为其自身

3,/1cESD!-,;74,4

3,/

第
1

层上每个顶点
X

令
X

的值是子女中的较大值"令
X

的标记为有较大值的那个子女的标记

3,/1cE!4,2

O1cE

根的值

令
X

是根的标记

令
X

的值是
D

a

;6581

根的标记仍是
X

XcE

_

#;):2

%

X

!

令
X

的值是子女中的较大值"令
X

的标记为有较大值的那个子女的标记

/

O

!

","

O

2

是非降序排列的表0

="SD!

"其中
2E+

S

!4"#

!是
!!!

%

!否
!!!

'

!是
!!!

(

!是

!!"*

(

444

"

)

(

44!

"

1

(

4!

"

S

(

!!44

"

Y

(

!!4!

"

!

(

!!!!4

"

N

(

!!!!!

!+"*

(

!!

)

,

(

!4!

)

O

(

!44

)

P

(

4!

(

)

(

44

)

+"+@

位%注意(这个编码取决于如何打破平局"但平均位

数总是一样的#!

!/"

总共有
?

种可能的答案#这里给出
!

种"通过在这一种中交换
U

与
X

和%或!交换
N

与
M

来得到另外
/

种#

!?"%

(

444!

)

&

(

!4!44!

)

8

(

!!44!

)

?

(

44444

)

E

(

!44

)

:

(

44!!44

)

H

(

44!!4!

)

9

(

4!4!

)

\

(

4!44

)

B

(

!!4!44!4!

)

C

(

!!4!444

)

<

(

4444!

)

;

(

!4!4!

)

]

(

4!!4

)

_

(

44!4

)

5

(

!4!444

)

6

(

!!4!44!444

)

G

(

!4!!

)

A

(

4!!!

)

D

(

!!!

)

W

(

44!!!

)

>

(

!!4!4!

)

b

(

!!444

)

V

(

!!4!44!!

)

=

(

!!4!!

)

d

(

!!4!44!44!

#

!@"%

(

+

)

E

(

!

)

]

(

4!4

)

G

(

4!!

)

D

(

4+

)

d

(

44

#

!B"2

(7!
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!<"

由于这棵树比较大"所以在有些地方标明了&看正文'#参看图
=

"以方框或圆圈顶点为根的子树与图

=

中的对应子树完全一样#第一个玩家获胜#

!C"#

!

!

美元
!!!

%

!

/

美元
!!!

'

!

D/

美元

!="

参看下图#

#

!

4

!

%

!

4

!

'

!

!

!

(

!这种局面不可能发生在游戏中"这个图是不可能的#

+4"

用强归纳法证明#

基础步骤!当每堆有
2E+

块石子时"若选手一从一堆中取走两块石子"则选手二从剩下那堆中取一

块石子而获胜#若选手一从一堆取走一块石子"则选手二从另一堆取两块石子而获胜#

归纳步骤!假设归纳假设"即对于所有
+

0

3

0

S

"如果游戏从两堆各有
3

块的石子开始"则选手二获

胜"其中
S

/

+

#考虑两堆各有
S0!

块石子的游戏#若选手一从一堆取走所有石子"则选手二从剩下

那堆取走除了一块外的所有石子而获胜#否则选手一在一堆中留下
3

块石子"其中
+

0

3

0

S

"而在另

一堆留下
S0!

块石子#选手二从较大的一堆取走同样多石子"也给这堆留下
3

块石子#此时的游戏

包含各有
3

块的两堆石子#根据归纳假设"在目前游戏中选手二%也是实际游戏中的选手二!获胜"

强归纳法完成了#

+!"<

)

?=

++"

树的值是
!

#注意(第二和第三棵树是第一棵树树根两个子女的子树"其子树由于篇幅限制而没有显

示#应当认为把它们嫁接到第一幅图中#

-7
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节
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否

?"*

"

,

"

P

"

)

"

R

"

#

"

O

@"*

"

,

"

)

"

S

"

T

"

+

"

R

"

#

"

2

"

$

"

/

"

O

"

P

"

Q

"

Y

"

1

"

3

"

!

"

"

B"P

"

R

"

#

"

)

"

,

"

O

"

*

<"S

"

T

"

+

"

)

"

R

"

$

"

/

"

2

"

#

"

,

"

O

"

Y

"

Q

"

1

"

!

"

"

"

3

"

P

"

*

C"#

!

%

!

004

)

4

@

-

4

@

"

04

-

0

)

4

@

4

@

'

!

44

@

)

04

@

-

0

"

44

@

)

40

@

-

0

(

!%%

40

%

4

)

@

!!

0

%

4

-

@

!!"%

40

%%%

4

)

@

!

04

!-

@

!!

="

%

!

D

7

%&

6

%D&%

!

'

!

%&

7

%&%D

6

D

(

!%%

%

7

&

!

D

%

%

6

%

&D%
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#

!

!4"!?

!!"#

!

!

!!!

%

!

!

!!!

'

!

?

!!!

(

!

++4@

!+"

!/"

用数学归纳法#对一个元素的表来说结果是平凡的#假定对
2

个元素的表来说结果为真#对于归纳

步骤"从后面开始#找出表后面的顶点序列"从最后一个树叶开始"到根结束"每个顶点都是它后

面那个顶点的最后一个儿子#删除这个树叶并且应用归纳假设#

!?"

在每种情形里分别为
O

"

P

"

,

"

R

"

#

"

Q

"

)

"

*

#

!@"

用数学归纳法证明#设
A

%

V

!和
_

%

V

!分别表示合式公式
V

中的符号数和运算数#对长度为
!

的合式

公式来说命题为真"因为它们都有
!

个符号和
4

个运算#假定对长度小于
2

的合式公式来说命题为

真#长度为
2

的合式公式必然形如
)

V=

"其中
)

是运算符而
V

和
=

都是长度小于
2

的合式公式#于

是根据归纳假设"

A

%

)

V=

!

EA

%

V

!

0A

%

=

!

E

1

_

%

V

!

0!

2

0

1

_

%

=

!

0!

2

E_

%

V

!

0_

%

=

!

0+

#因为

_

%

)

V=

!

E!0_

%

V

!

0_

%

=

!"所以
A

%

)

V=

!

E_

%

)

V=

!

0!

#

!B"

例如"

4

@

0J4

;

04

;

"

4

@

J00

@

400

"

4

@

4

@

;;

4

@

;;

J

;

0

"

4JU

"

JJ0

;

"

@@@@

;;;

"

J40

@

J0

;

("%

节

!"+D20!

+" /" ?"#

!

%

!

'

!

!!

(

!

!!

)

!

!!

*

!

@"
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B"#

!

/ %

!

!B '

!

? (

!

@

<"

!!!!!!!

C"

="#

!长度为
B

的路径
!!!

%

!长度为
@

的路径

'

!长度为
B

的路径
!!!

(

!与访问顶点的选择顺序有关"可能是长度为
<

的路径

!4"

采用宽度优先搜索"初始顶点是中心顶点"处理该顶点时把
2

个轮辐顶点加入树中"因此产生的树

是
C

!

"

2

#采用深度优先搜索"从轮图的中心顶点开始"并访问一个相邻顶点%边缘上顶点中的一个!#

从这个顶点转移到边缘上一个相邻顶点"继续这样绕圈下去"直到已经到达了每个顶点#因此产生

的生成树是长度为
2

的路径#

!!"

采用宽度优先搜索"第一步从一个
+

度顶点辐射到所有
2

度顶点#下一步处理一个
2

度顶点"加入

从这个顶点到所有剩余
+

度顶点的边#结果是一个
C

!

"

2D!

和一个
C

!

"

+D!

"中心用一边相连#采用深

度优先搜索"从一个集合到另一个集合来回移动"直到不能前进为止#如果
+E2

或
+E2D!

"则得

到长度为
+02D!

的路径#否则"在较大的集合中还有未被访问的顶点时该路径停止#所以"返回

到顶点
>

的路径上一个链接"然后"继续访问从顶点
X

出发的集合中的剩余顶点#

!+"

一组可能不再继续下去的航班是(波士顿3纽约"底特律3波士顿"波士顿3华盛顿"纽约3华盛

顿"纽约3芝加哥"亚特兰大3华盛顿"亚特兰大3达拉斯"亚特兰大3洛杉矶"亚特兰大3圣路

易斯"圣路易斯3达拉斯"圣路易斯3底特律"圣路易斯3丹佛"达拉斯3圣迭哥"达拉斯3洛杉

矶"达拉斯3旧金山"圣迭哥3洛杉矶"洛杉矶3旧金山"旧金山3西雅图#

!/"

通过对通路的长度进行归纳来证明(若通路长度为
4

"则结果为真#若长度为
!

"则
N

与
X

是相邻的"

所以
N

是在宽度优先生成树的
!

层上#假定对长度为
T

的通路来说"结果为真#若通路长度为
T0!

"

则设
Nb

是从
X

到
N

的最短通路上倒数第二个顶点#根据归纳假设"

Nb

是在宽度优先生成树的
T

层上#

假如
N

是在不超过
T

的层上"那么显然从
X

到
N

的最短通路的长度也不超过
T

#所以在添加
T

层的顶

点之后"仍然没有添加
N

到宽度优先生成树上#因为
N

是与
Nb

相邻的"所以将把它添加在
T0!

层上

%尽管连接
Nb

和
N

的边不必添加!#

!?"#

!无解
%

!

'

!

!@"

从某个顶点开始并且沿着一条通路前进"尽量不重复经过顶点"在所有顶点都已经访问过之后"允

77!
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许返回到出发点#当不可能沿着一条通路继续下去时"就回溯并且尝试当前通路的另外一种扩充#

!B"

取
H

的连通分支的生成树的并图#它们都是不相交的"所以结果是一个森林#

!<"+D20O

!C"

假设我们希望使用算法
!

弄清楚"从
>

!

开始到
H

中其他顶点的最短路径的长度"在算法的第二行"

增加
<

%

X

!

!

cE4

"最后在
4617

子句增加
<

%

M

!

cE!0<

%

X

!作为第三部#

!="

在
6&1

算法中添加一条指令用于标记每一个遇到的顶点"当
6&1

结束后"我们已经找到了一个连通

分支"重复操作"从一个未标记的顶点开始"以此方法继续"直到所有的顶点都被标记#

+4"

树

+!"

在每一个分支使用深度优先搜索#

++"

当我们在顶点
N

进行深度优先搜索时"如果边
NX

没有出现"那么一定是顶点
X

已经被访问过了#

这里有两种情况#如果在我们开始时从
N

搜索后顶点
X

被访问"那么"因为我们没有完成
N

处的搜

索进程"所以
X

一定出现在以
N

为根的子树中%因此一定是
N

的子孙!#另一方面"如果
X

的搜索进

程在
N

的搜索进程开始之前就开始了"那么为什么这条边最终没有被算出"一定是因为我们没有

完成
X

的搜索进程"换句话说"我们一直在建立以
X

为根的子树"因此
N

是
X

的子孙"

X

也是
N

的

祖先#

+/"

如果正在处理的图本身是棵树"则这两个过程肯定产生相同的生成树"因为在这种情形下"只有一

棵生成树%整个图!#而且这也是发生这种情况的唯一情形#如果原图有任何其他的边"则根据

练习
++

"这些边一定是背边"因此把一个顶点连到祖先或后代"而这些边一定连接同层上或相差一

层上的顶点#显然这两种可能性是互斥的#因此如果两棵生成树注定是相同的"则除了树上的边之

外没有其他的边了#

+?"

由于在这个过程中不沿着生成树以外的边前进"所以可以忽略这些边#因此可以假设这个图起初是

一棵根树#基础情形为真%只有一个顶点!"所以归纳假设"即应用在
2

个顶点的树上的宽度优先搜

索按照顶点在树上的层次来访问这些顶点#考虑有
20!

个顶点的树
D

#在这个树的宽度优先搜索

中"最后一个访问的顶点是最后一个加入等待处理顶点表的那个顶点#当正在处理这个顶点的父母

%比如说
N

!时加入这个顶点#必须证明
X

是在树的最低%最底"即层数最大!的层上#假如不是这样"

比如说顶点
4

是在更低层上"

4

的父母是
M

#则
M

是在比
N

更低的层上#显然
X

一定是树叶"因为

在看见
X

之前不应该看见
X

的任何子女#考虑从
D

删除
X

后得到的树
Db

#根据归纳假设"

Db

中的顶

点一定是按照其在
Db

中的层次来处理的%这个层次与其在
D

中的层次相同"

Db

中少了
X

对算法其余

部分没有影响!#因此一定在
M

之前处理过
N

了"因此
X

应当在
4

之前加入等待表"矛盾#因此
X

是

在树的最底层"证毕#

+@"

这样修改算法
+

给出的伪代码(在算法开头把
+

初始化为
4

"在从
<

删除
X

的语句后增加语句&

+cE

+0!

'和&把
+

赋给顶点
X

'#

+B"

如果在深度优先搜索过程中处理有向边
NX

的起点
N

时"没有沿着边
NX

前进"则只能是这样的情形"

就是已经访问过顶点
X

了#有三种情形#如果是在开始处理
N

之后访问的
X

"则由于还没有结束处理

N

"所以
X

一定出现在以
N

为根的子树中%因此一定是
N

的后代!"所以有一条前进边#否则"在开始

处理
N

之前一定已经开始处理
X

了#如果还没有结束处理
X

%即还在构造以
X

为根的子树!"则
N

是
X

的后代"因此
X

是
N

的祖先%有一条背边!#最后"如果已经结束了处理
X

"则根据定义"就有了一条

交叉边#

+<"

设
D

是在图
/

里构造的生成树"而
D

!

*

D

+

*

D

/

和
D

?

是在图
?

里的生成树#用
P

%

Db

"

Dg

!表示
Db

与

Dg

之间的距离#则
P

%

D

"

D

!

!

EB

"

P

%

D

"

D

+

!

E?

"

P

%

D

"

D

/

!

E?

"

P

%

D

"

D

?

!

E+

"

P

%

D

!

"

D

+

!

E?

"

P

%

D

!

"

D

/

!

E?

"

P

%

D

!

"

D

?

!

EB

"

P

%

D

+

"

D

/

!

E?

"

P

%

D

+

"

D

?

!

E+

"

P

%

D

/

"

D

?

!

E?

#

+C"

假定
)

!

E

/

N

"

X

0是像规定的那样#则
D

+

6

/

)

!

0包含一个包含
)

!

的简单回路
8

#图
D

!

D

/

)

!

0包含两个

连通分支#

)

!

的端点是在两个不同的分支里#从
N

开始按照与
)

!

相反的方向前进"直到你来到
X

所

在的分支里第一个顶点为止#刚刚经过的边是
)

+

#显然
D

+

6

/

)

!

0

D

/

)

+

0是树"因为
)

+

是在
8

上#另

外
D

!

D

/

)

!

0

6

/

)

+

0也是树"因为
)

+

重新连接这两个分支#
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+="

练习
!4

( 练习
!!

( 练习
!+

(

/4"

首先构造这个有向图里的欧拉回路#然后从这个回路删除通向从前访问过的顶点的每条边#

("&

节

!">))

_

1

_

;-:

A

R G#R-R

"

G#R-R >

[

);

"

G#R-R 1-P3);R

_

)#X

"

1-P3);R

_

)#X 5QP(*-)P(

"

]-(# 5QP(.Q-:2

"

5QP(.Q-:2 6)#22

[

"

]-(# 5QP(*-)P(

"

5QP(*-)P( $Q:Q

_

#8

"

$Q:Q

_

#8 ,#:8#22#:

"

$Q:Q

_

#8 M#;T1

_

;-:

A

R

+"

/

)

"

R

0"/

O

"

R

0"/

)

"

Q

0"/

Q

"

1

0"/

,

"

O

0"/

,

"

P

0"/

*

"

P

0"/

#

"

Q

0

/"

?"

/

)

"

R

0"/

*

"

P

0"/

Q

"

1

0"/

,

"

P

0"/

O

"

R

0"/

)

"

Q

0"/

,

"

O

0"/

#

"

Q

0

@"

B"

在每个阶段不选择最小边"而是选择性质相同的最大边#

<"

首先求
2

阶图
H

的最小生成树
D

#然后对
1E!

到
2D!

"只从
H

中删除
D

的第
1

条边"并求剩余图的

最小生成树#从这
2D!

个树中挑选长度最短的一个#

C"

如果所有边的大小都不同"在普林算法的正确性证明中"当把边
)

S0!

加入
D

并删除边
)

时就得出矛

盾"而不是可能产生另一个生成树#

="

!4"

!!"

索林算法每个阶段都产生森林"因此在选择
2D!

条边后就产生树#还需要证明这棵树是最小生成

树#设
D

是与索林树
A

具有最多公共边的最小生成树#如果
D

"

A

"则存在边
)

2

ADD

"在算法的某

个阶段将
)

加入"而在那个阶段之前"

A

中所有的边也都在
D

中#

D

6

/

)

0包含唯一的简单回路#在

这个回路上找这样的边
)b

2

ADD

和
)g

2

DDA

"当把这个阶段的各个树看做&超顶点'时"

)b

和
)g

是

&相邻的'#则根据这个算法"

M

%

)b

!

0

M

%

)g

!#于是把
D

换成
DD

/

)g

0

6

/

)b

0就产生出比
D

更接近
A

的

最小生成树#

!+"

这
$

棵树每一棵都用一条新边至少连到一个其他的树上#因此结果中至多有
$

-

+

棵树%每棵新树包含两个以

I7!
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上老树!#为了这样做"需要加入
$D

%

$

-

+

!

E$

-

+

条边#因为加入边的数目是整数"所以至少是
$

-

+

#

!/"

如果
S

/

PQ

A

2

"则
2

-

+

S

0

!

"故
2

-

+

S

E!

"所以这个算法至多在
PQ

A

2

次迭代后终止#

!?"

假设最小生成树包括简单环路
8

中权值最大的边
)ENX

#从
D

中删除
)

"这就创造了一个有两个分支

组成的森林"一个包含
N

"另一个包含
X

#从
N

开始"沿着
8D)

的路径行进"在某一点这条路径一定

会通过边
R

从包含
N

的
DD)

分支跳到包含
X

的
DD)

分支上#这一条边不可能在
D

中"因为
)

不可

能是连接
D

两个分支唯一的边%否则
D

中将存在一个简单环路!#因为
)

是
8

中权值最大的边"所以

R

权值较小#在
D

中用
R

代替
)

的树将拥有更小的权值"这与已知矛盾#

补充练习

!"

假设
D

是树"显然
D

没有简单回路#如果加入边
)

连接两个不相邻顶点
N

和
X

"显然形成一个简单回

路"因为把
)

加入
D

导致了图有太多的边而不再是树#形成的唯一简单回路包含边
)

和
D

中从
N

到
X

的唯一路径
5

#假设
D

满足给定条件#只需证明
D

连通"因为图中没有简单回路#设
N

和
X

在不同连

通分支里#加入边
)E

/

N

"

X

0就不满足题目中的条件#

/"

假设树
D

有
2

个顶点"度分别为
P

!

"

P

+

","

P

2

"因为
+)E

<

2

1

Z

!

P

1

且
)E2D!

"则有
+

%

2D

!

!

E

<

2

1

Z

!

P

1

#因为每个
P

1

/

!

"所以
+

%

2D!

!

E20

<

2

1

Z

!

%

P

1

D!

!"即
2D+E

<

2

1

Z

!

%

P

1

D!

!#于是和中至

多有
2D+

项可以大于等于
!

#因此其中至少两项为
4

#所以至少对两个
1

值有
P

1

E!

#

@"+2D+

<"D

没有回路"因此不可能有子图同胚于
C

/

"

/

或
C

@

#

="

分别给每个连通分支着色#对每个连通分支"首先确定树根"然后把所有偶数层顶点染成红色"把所

有奇数层顶点染成蓝色#

!!"

上界(

S

Q

)下界(

+S

-

+

QD!

#

!/"

!@"

由于
&

S0!

由两个
&

S

构成"其中一个下移一层"所以
S

每加
!

高度也加
!

#由于
&

4

高度为
4

"所以经

归纳得出
&

S

高度为
S

#

!<"

由于
&

S0!

的根是
&

S

的根外加一个子女%即另一个
&

S

的根!"所以
S

每加
!

根的度亦加
!

#由于
&

4

的

根的度为
4

"所以经归纳得出
&

S

的根的度为
S

#

!="

+!"

用数学归纳法#对
SE4

结果为平凡的#假设结果对
SD!

成立#

D

SD!

是
D

的母树#根据归纳法"

D

的子树可从
D

4

","

D

SD+

按所述方式得到#

$

SD+

与
$

SD!

的最终相连是按照
A

S

树的定义中的描述#

+/"

.

/,01-2/1P)3)P

%

D

(带根
$

的有序根树!

\

W)W)cE

只含根
$

的序列

;6581

\

W)W)

至少还含有一项

XcE

队列中的第一个顶点

列出
X

从队列中删除
X

并把
X

的子女加入队尾

KF
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+@"

这样构造树(对地址
4

"插入树根#对每个带标记
1

%

1

是正整数!的顶点"插入子树"这个子树是从每

个带标记
1

的子树构造出来的#对于正整数
3

"也是如此#

+<"#

!是
!!!

%

!否
!!!

'

!是

+="

得到的图没有边"是在超过一个的所述类型的简单回路上"所以是仙人掌图#

/!" //"

/@"

/<"B

/="#

!

4

表示
44

"

!!

表示
4!

"

!44

表示
!4

"

!4!

表示
!!

%具体编码与如何消除平局有关"但所有编码都是

等价的!)长度为
2

的串的平均长度是
4"B?@2

#

%

!

4

表示
444

"

!44

表示
44!

"

!4!

表示
4!4

"

!!4

表示
!44

"

!!!44

表示
4!!

"

!!!4!

表示
!4!

"

!!!!4

表示
!!4

"

!!!!!

表示
!!!

%具体编码与如何消除平局有关"但所有编码都是等价的!)长度为
2

的

串的平均长度是
4"@/+B2

#

?!"

设从
H

删除顶点
X

和
X

关联的所有边后得到图
Hb

#可以这样得到
H

的最小生成树(取
X

关联的最小

边和
Hb

的一个最小生成树#

?/"

假设边
)

是顶点
X

关联的最小边"假设
D

是不含
)

的最小生成树#把
)

加入
D

"从形成的简单回路中

删除与
X

关联的另一条边#将得到一个具有更小权值的生成树%因为删除的边的权值比
)

的大!#这是

矛盾"所以
D

必含
)

#

?@"

因为树中的路径都是独一无二的"所以一个有向图
H

的属性图
D

是一个以
$

为根的树"同时也是
H

的子图"包括了所有
H

的顶点以及所有从根出发的边#因此除了根结点外"每一个顶点的入度都是

!

#这足以证明对于每一个顶点
X

2

>

"都有一个从
$

到
X

的唯一路径#因为除
$

之外每一个顶点入度

都是
!

"所以我们可以从
X

反向获取路径"这条路径不会回到先前访问过的顶点"因为那样将创建一

个简单回路#因此路径最终会停止"并且只能停在入度不是
!

的
$

上#

?<"#

!运行宽度优先搜索算法"从
X

开始并且沿着边的方向"将每一个遇到的顶点标记为可达#

%

!在
H

'Q:3运行宽度优先搜索"沿着边的方向"并且标记每一个遇到的顶点为可达"这将确定所有顶

点从
X

出发可达#

'

!选择一个顶点
X

!

"并且使用
#

!和
%

!找出包括
X

!

的强连通分支"也就是说"对所有的顶点
M

"

M

对

X

!

是可达的"

X

!

对
M

也是可达的#然后选择另一个不在强连通分支中的顶点
X

+

"并且找到
X

+

的

强连通分支#重复以上步骤知道所有的顶点都包含在内"这个算法的正确性由强连通分支的定义

和
B"?

节练习
=

确定#

第
)

章

)"!

节

!"#

!

!

!!!

%

!

!

!!!

'

!

4

!!!

(

!

4

+"#

!%

!

$

!

!

0

%

4

$

!04

!

E!0

%

404

!

E!0

%

!04

!

E!0!E!

%

!%

%

#

%

!

%

%

$

%

&

#

%

!

%

&

!

9

%

LF!
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+
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@"

%

4

"

4

!和%

!
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!

!

B"404

@

E4

$

!04

@
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%

!0

@

!

E4

%

@

0!

!

E4

$

!E4
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*

+

)

*

+

D

+

)

D

*

D
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+

D

0

+

)

D

0*

D
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D
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D
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D
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D

+
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+

D
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C"

* *0* *

$

*

4 4 4

! ! !

="

* **! *

$

+

4 ! 4

! ! 4

!4"

*

+

)

+

0) *0

%

+

0)

!

*0

+

%

*0

+

!

0)

+

) *

%

+

)

!

*

+

%

*

+

!

)
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! 4 4 4 ! ! ! 4 4 4 4
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!!"

*

+

*

+

%

*

+

!

*

D

+

D

*

D

0

+

D

*0

+

%

*0

+

!

*

+

! ! ! 4 4 4 4 ! 4 4

! 4 4 ! 4 ! ! ! 4 4

4 ! 4 ! ! 4 ! ! 4 4

4 4 4 ! ! ! ! 4 ! !

!+"4

$

4E4

$

!E4

)

!

$

!E!

$

4E4

!/"

*

+

*

B

+

*0

+

*

+

%

*

+

! %

*0

+

!%

*

+

!

*

+

D

*

D

+

*

+

D

0*

D

+

! ! 4 ! ! 4 4 4 4 4

! 4 ! ! 4 ! ! ! 4 !

4 ! ! ! 4 ! ! 4 ! !

4 4 4 4 4 ! 4 4 4 4

!?"#

!对"用真值表可证
!!!!

%

!错"如取
4E!

"

@

E!

"

JE!

#

'

!错"如取
4E!

"

@

E!

"

JE4

#

!@"

根据德$摩根律"对一个表达式的求补"除了变元取补外"其余如同求此表达式的对偶#

!B"!B

!<"

如果将每个
4

用
&

代替"

!

用
%

代替"布尔和用
%

代替"布尔积用
#

代替"

D用
$

代替%并且
4

用
!

代

替"

@

用
"

代替"使得变量看起来像它们表示的命题"等号用逻辑等价符号代替!"那么
4

@

E40

@

变

成
$

%

!

#

"

!

9$

!

%$

"

"

40

@

E4

@

变成
$

%

!

%

"

!

9$

!

#$

"

#

!C"

由控制律*分配律和同一律"

4

%

4E

%

4

%

4

!

#

!E

%

4

%

4

!

#

%

4

%

4

!

E4

%

%

4

#

4

!

E4

%

4E4

#类似

地"

4

#

4E

%

4

#

4

!

%

4E

%

4

#

4

!

%

%

4

#

4

!

E4

#

%

4

%

4

!

E4

#

!E4

#

(F!
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!="

由同一律和交换律"

4

%

!E!

且
4

#

!E4

"从而
4E!

#类似地"由于
!

%

4E!

且
!

#

4E4

"从而
!E4

#

+4"

首先注意
4

#

4E4

且
4

%

!E!

"对任意
4

成立"这很容易证明#为证明第一个等式"只要证明

%

4

%

@

!

%

%

4

D

#

@

D

!

E!

且%

4

%

@

!

#

%

4

D

#

@

D

!

E!

#由结合律*交换律*分配律*控制律和同一律可知"

%

4

%

@

!

%

%

4

D

#

@

D

!

E

@

%

%

4

%

%

4

D

#

@

D

!!

E

@

%

%%

4

%

4

D

!

#

%

4

%

@

D

!!

E

@

%

%

!

#

%

4

%

@

D

!!

E

@

%

%

4

%

@

D

!

E

%

@

%

@

D

!

%

4E!

%

4E!

"且%

4

%

@

!

#

%

4

D

#

@

D

!

E

@

D

#

%

4

D

#

%

4

%

@

!!

E

@

D

#

%%

4

D

#

4

!

%

%

4

D

#

@

!!

E

@

D

#

%

4

%

%

4

D

#

@

!!

E

@

D

#

%

4

D

#

@

!

E4

D

#

%

@

#

@

D

!

E4

D

#

4E4

#类似可证第二个等式#

+!"

由假设*练习
!C

和分配律可得"

4E4

%

4E4

%

%

4

%

@

!

E

%

4

%

4

!

%

@

E4

%

@

E4

#类似地"有
@

E4

#

为证明第二个等式"注意
4E4

#

!E4

#

%

4

#

@

!

E

%

4

#

4

!

#

@

E4

#

@

E!

#类似地"

@

E!

#

++"

用第
?

章补充练习
/=

和
?!

以及有补分配格的定义来建立定义中的五对定律#

)"#

节

!"#

!

4

D

@

D

J %

!

4

D

@

J

D

'

!

4

D

@

J (

!

4

@

J

+"#

!

4

@

J04

@

J

D
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@

D

J04

@

D

J

D

04

D

@

J04

D

@

J

D

04

D

@

D

J

!!!

%

!

4

@

J04

@

J

D

04
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